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Resumo: Este texto apresenta um breve histérico da légica TK, originalmente motivada pelo
conceito de operador de consequéncia de Tarski, a sua adequacao segundo os Espagos de Tarski
e uma caracterizacdo como uma légica modal ndo normal. Como novidade, mostra como
interpretar suas formulas em polindmios sobre uma TK-algebra e discorre sobre a decidibilidade
algébrica de TK segundo esta interpretagdo polinomial.
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Abstract: This paper presents a short history of logic TK, which was originally motivated by
the concept of Tarski’s consequence operator, its adequacy relative to Tarski Spaces and a
characterization of TK as a non-normal modal logic. As novelty, it shows how to interpret its
formulas in polynomials over some TK-algebra and discuss about the algebraic decidability of
TK according this polynomial interpretation.
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* * *

Introducéo

Alfred Tarski introduziu, na década de 1930, o conceito de operador de
consequéncia, para caracterizar o que um sistema l6gico precisa preservar para ser
considerado como uma logica, em vista da proliferacdo de logicas do inicio do século
XX. Na primeira secdo, apresentamos a definicdo de operador de consequéncia de
Tarski, com pequenas modificacdes em relagdo a formulacdo original. Mostramos
algumas propriedades destes operadores que permitem a sua formalizacdo no ambiente
da légica modal.

Assim, a nocdo de consequéncia é caracterizada como um operador modal da

dedutibilidade. Na segunda secdo apresentamos tal formulacdo na Logica TK
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(FEITOSA, NASCIMENTO, GRACIO, 2010).

A seguir, mostramos como a Logica TK pode ser vista como uma das muitas
I6gicas modais ndao normais, portanto uma légica modal que ndo admite modelo de
Kripke, mas modelos de vizinhanca (MORTARI, FEITOSA, 2011).

A seguir, mostramos a adequacéo, corre¢cdo e completude, de TK relativa aos
espacos de Tarski (FEITOSA, NASCIMENTO, SOARES, 2014). A versdo deste artigo
é mais direta e econdbmica que a versdo mencionada.

Na ultima secdo argumentamos sobre o uso de uma particular TK-algebra sobre
a qual podemos definir polinbmios e como estes polindmios nos permitem a decisédo em
TK. Assim, dada uma férmula de TK, traduzimo-la num polinémio sobre esta TK-
algebra e com operacdes deste contexto podemos decidir se a formula € ou ndo um

teorema de TK.

1. Sobre o operador de consequéncia de Tarski

Nesta secdo apresentamos o operador de consequéncia de Tarski e mostramos

alguns resultados imediatos.

No inicio do Século XX, surgiram muitas logicas distintas da tradicional l6gica
classica e também da proposta de Frege de formalizacdo da Logica no final do século

anterior.

Parecia entdo razoavel perguntar o que estes muitos sistemas formais, chamados
de ldgicas, teriam em comum para suportar o conceito de Logica. Tarski propds o seu
conceito de operador de consequéncia, o qual contemplaria a esséncia do que aqueles

muitos sistemas portariam da esséncia do conceito usual de Légica.

Um operador de consequéncia sobre E é uma fungdo C: P(E) » P(E) tal que,
para todos A, B ¢ E:
(1) A< C(A) (auto dedutibilidade);
(i) Ac B = C(A) c C(B) (monotonicidade);
(iii) C(C(A)) < C(A) (idempoténcia).

De acordo com (i) e (iii), vale a igualdade C(C(A)) = C(A), para todo A c E.
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Um espaco de Tarski € um par (E, C), em que E é um conjunto e C é um

operador de consequéncia sobre E.

Espaco de Tarski é muitas vezes denominado de espaco do fecho ou de sistema
dedutivo de Tarski.

Certamente ha alguma semelhanca entre os conceitos de espaco de Tarski e
espaco topoldgico. Mais especificamente, todo espaco topoldgico € exemplo de espaco

de Tarski. Contudo os conceitos ndo sdo coincidentes.

Se C é um operador de consequéncia sobre E, entdo o conjunto A é fechado em
(E, C) quando C(A) = A, e A é aberto quando o seu complemento relativo a E, o que é
denotado por AC, é fechado in (E, C).

Um conjunto D c E é denso em (E, C) se C(D) = E. Um elemento x € E é denso
em (E, C)se C({x}) =E.

Um conjunto denso deriva todos os demais elementos segundo o operador C. Do
ponto de vista logico, este seria um conjunto trivial. O nome denso vem do contexto

topoldgico.

A versdo acima do conceito de operador de consequéncia é a mais frequente nos
tempos atuais, porem Tarski introduziu o conceito com algumas pequenas distingdes e
acréscimos. Por exemplo, sempre que temos uma deducdo, esta deve ser construida em
um numero finito de etapas e, portanto, apenas uma quantidade finita de dados deve
estar envolvida.

Denotaremos que um conjunto é finito ao incluir um f como subindice: As.

O operador de consequéncia C sobre E é finitario quando:
(vi) paratodo A c E: C(A) = U{C(Ay) : Ar— A} (operador finitario).

Para Tarski um sistema dedutivo deve ser dado por um conjunto ndo vazio que

atende as condigdes (i), (iii) e (iv), isto é, o operador deve ser auto dedutivo,
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idempotente e finitario. A condi¢cdo da monotonicidade, do item (ii), é primeiro teorema
de sua teoria. Porém, a condi¢do (iv) ndo pode ser deduzida dos itens (i), (ii) e (iii) e
precisa ser incluida como uma propriedade adicional.

A incluséo U{C(As) : As < A} < C(A) vale sempre, pois como As < A = C(Ay)
c C(A).

Tarski exigia mais duas condi¢cfes para 0 seu conceito de sistema dedutivo. O
universo deveria ser um conjunto enumeravel e deveria existir um elemento denso em
E.

Como é comum em muitos sistemas lo6gicos, o conjunto das sentencas bem
formadas é enumeravel, e entdo o correspondente conceito da proposta tarskiana, o
dominio E, foi tomado como enumeravel. A outra condicdo contempla aspecto
frequente dos sistemas l6gicos, para 0s quais existe uma sentenca contraditéria tal que
todas as demais dela sdo deduzidas.

De um modo geral, ndo precisamos exigir apenas conjuntos de formulas e
termos enumeraveis nas logicas contemporaneas. Também ndo precisamos exigir a
existéncia de sentencas que permitam a deducdo de todas as demais. Elas podem e
ocorrem com frequéncia, mas ndo séo essenciais.

Os sistemas logicos contemporaneos sao tdo dindmicos e criativos, que a
abordagem das ldgicas de Tarski, embora bastante geral, ndo contempla todas as
possiveis classificacdes de légicas dos nossos dias.

Destacamos algumas propriedades e caracteristicas dos sistemas dedutivos de
Tarski.

Proposigdo 1.1: Se A, B c E, entdo:
(@) C(AnB) < C(A) N C(B)
(b) C(A) U C(B) < C(AUB)
(c) C(AuB) = C(C(A) U C(B)).

Demonstracéo:

(@) Como AnB < A e AnB ¢ B, entdo C(AnB) < C(A) e C(AnB) < C(B).
Logo, C(A~B) = C(A) n C(B).

(b) Como A < AUB e B < AUB, entdo C(A) < C(AuUB) e C(B) < C(AUB).
Logo, C(A) U C(B) = C(AUB).
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(c) De (b) segue que C(C(A) u C(B)) < C(C(AuUB)) = C(AuB). Do outro lado,
desde que A < C(A) e B < C(B) e entdo A U B < C(A) u C(B), e da definicdo segue
que C(AUB) c C(C(A)uC(B)). =

O exemplo seguinte mostra que podemos néo ter igualdade do item (b) da
Proposigdo 1.1.

Consideremos E = {a, b, c} e o0 operador C sobre o conjunto P(E) definido por:
CH{a b}) ={a, b, c} e C (X) = X, para todo X c E, tal que X # {a, b}. E simples a
verificacdo que C é um operador de consequéncia. Porém, temos que C({a} {b}) =
C({a, b}) ={a, b, c}, enquanto C({a}) u C({b}) = {a} u {b} = {a, b}. Assim, C({a})
U C({b}) # C({a}Ab}).

Vale sempre que C(E) = U{C({x}) : X € E}, pois x € C({x}), para cada x € E.
Mas, se A c E, pode nédo valer a igualdade C(A) = {C({x}) : x € A}, como pode ser

observado no exemplo anterior, quando A = {a, b}.

Proposicado 1.2: Para A, B c E, tem-se que C(AUB) = C(AUC(B)).

Demonstracéo: Como B < C(B), entdo AuB < AUC(B) e dai C(AuB) < C(AUC(B)).
Por outro lado, como A < C(A), entdo AUC(B) < C(A)uC(B). Logo, C(AULC(B)) <
C(C(A)uC(B)). Assim, da anterior, segue que C(C(A)uC(B)) = C(AUB). [

Se C e C* séo dois operadores de consequéncia sobre E, entdo o operador C ¢
mais forte que C* (ou C* é mais fraco que C), o que é denotado por C* < C, se todo

fechado segundo C é também um fechado segundo C*.

Proposicao 1.3: Se C, C* sdo dois operadores de consequéncia sobre E, entdo C é mais

forte que C* se, e somente se, para todo A c E,C*(A) c C(A).
Demonstracao:

(=) O conjunto C(A) é fechado segundo C. Entdo, por hipétese, C(A) =
C*(C(A)). Agora, como A < C(A), entdo C*(A) < C*(C(A)) =C(A).
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(<) Se A é um fechado segundo C, entdo C(A) = A. Como C*(A) < C(A) = A,

segue que A = C*(A), ou seja, A é um fechado segundo C*. [

Proposicao 1.4: Para C: P(E) » P(E), as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(i) AcB= C(A) c C(B)
(ii*) C(A) < C(AuUB).

Demonstragéo: (=) Como A < AUB, por (ii), segue que C(A) < C(AUB).

(<) Se A ¢ B, entdo A U B = B. Dali, por (ii*), C(A) c C(AUB) = C(B). u

Resulta da proposicdo acima, que podemos trocar (ii) por (ii*) na definicdo de
operador de consequéncia.

Estas sdo propriedades iniciais esperadas dos operadores de consequéncia, mas o
carater geral da definicdo provoca algumas curiosidades. A funcdo identidade, que
mapeia cada objeto nele mesmo, é um exemplo banal de operador de consequéncia.
Outro exemplo patoldgico de operador é o que leva todo subconjunto de E no préprio
conjunto E.

A exigéncia de um elemento contraditério eliminaria a funcdo identidade como
um exemplo de operador de consequéncia, mas ndo o caso da funcdo constante em E.
Assim, para a proposta Tarskiana, a fungdo identidade n&o contaria como operador de
consequéncia.

Em outro trabalho, proporemos condi¢des para evitar tais casos.

2. A ldgica proposicional TK

A logica proposicional TK é um sistema modal associado aos espagos de Tarski
(FEITOSA, NASCIMENTO, GRACIO, 2010). Veremos como sdo modos distintos,
porém muito similares de falarmos das nogdes envolvidas nos operadores.
Originalmente, passamos dos espagos de Tarski para estruturas algébricas
correlacionadas (NASCIMENTO, FEITOSA, 2005), as quais chamamos de TK-

algebras. Mais a frente apresentamos também as TK-algebras.

22 Kinesis, Vol. VI, n° 12, Dezembro 2014, p.17-37



Ldgica modal do operador de consequéncia

A légica TK é determinada sobre a linguagem proposicional L(—, v, —, ¢, p1,

P2, P3, ...) € determinada por:

Axiomas:
(CPC) o, se ¢ € uma tautologia
(TK1)) o— ¢0
(TK2)  * 00— ¢0.

Regras:
(MP) o> w,0ly

(RM*) ooyl ¢p— evy.

Como podemos observar, TK é uma extensdo da logica proposicional classica
pelo acréscimo de um operador de carater modal, que tem a intengdo de formalizar o
conceito de dedutibilidade.

Na definicdo de espaco de Tarski, assumimos um espaco booleano de conjuntos
e sobre ele introduzimos o operador de consequéncia; na l6gica TK assumimos a logica
booleana e acrescentamos axiomas e regra que imergem no sistema as caracteristicas do

operador de Tarski.

Seja 'u{e} um conjunto de férmulas de TK. O conjunto I" deduz ¢, 0 que é

denotado por T" - ¢, se existe uma sequéncia finita de férmulas o1, ..., @n de maneira

que ¢ coincide com @n, e para todo 1 <i <n, vale um dos itens:

(i) @i € um axioma
(i)giel’
(iii) @i é obtida de formulas que ocorrem anteriormente na sequéncia pela

aplicacdo de alguma das regras de deducgéo de TK.

Segundo a tradi¢do das l6gicas modais, esta nocdo de consequéncia sintatica é

global.
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Proposi¢do 2.1: Valem em TK:
(- sp—> ¢(0ovy)
(i) epv oy > ¢(pVvy)
(i) - o= &0
(V) = ¢ (oAy) > ¢0
(V) = ¢(pAy) > ¢ A oy

(Vi) - o(ep Vv oy) > ¢(0 Vv V). [

Uma TK-teoria € um conjunto A < For(TK) tal que C(A) = A, em que C(A) =

{v:iAF vy}

Dessa maneira, uma teoria € um conjunto de formulas fechado para a relacéo de
deducdo de TK.

Um conjunto de formulas A é consistente maximal se ele é consistente e

nenhuma extensdo propria de A é consistente.

Proposicdo 2.2: T - y < T'u{—y} é inconsistente.

Proposicdo 2.3: Se I' é consistente maximal, entdo para toda formula y de For(TK), ou

yelou—yel.

Proposicao 2.4: Se T" é consistente maximal e " -, entdo y € T.

Proposicao 2.5: (Lindenbaum) Todo conjunto consistente de formulas T" pode ser

estendido a um conjunto consistente maximal A.

Demonstracéo: Em (FITTING e MENDELSOHN, 1998, p. 76). =
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Agora apresentamos uma definicdo de algebra que introduz no contexto

algébrico as caracteristicas do operador de consequéncia.

Uma TK-algebra é uma séxtupla B = (B, 0, 1, v, ~, ¢),em que (B, 0, 1, v, ~) é

uma algebra de Boole e e € um novo operador, o operador de Tarski, tal que:

(lavea=-ea
(i) ea v e(av b)=e(avh)

(iii) o(ea) = ea.

Desde que B é uma algebra de Boole, o item (i) da definicio acima indica que,

para todo a € B, a < ea. Também ha em JB uma operacio condicional booleana:

a-b=g~avh.

Feitosa, Gracio e Nascimento (2010) mostraram a adequacdo de TK relativo as

TK-algebras.

Com isto, temos formalizacbes do conceito de operador de consequéncia nos

contextos dos conjuntos, versdo original, da I6gica proposicional e algébrica.

Como no caso das ldgicas modais de Kripke, podemos definir o operador l6gico

dual de ¢ da seguinte maneira:
Hp =df — ¢ Q.
Proposi¢do 2.6: Em TK valem:
(o —> vy Be—>By
(i vy +Hp<« By

@i -B8p—>0
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(iv) - Bo > BBo

V) - B(pAry)—>Be

(Vi) - B(p Ay) > Bo A By. [

De modo alternativo, poderiamos tomar o operador B como primitivo e

substituir os axiomas TK1 e TK2 pelos seguintes:
(TK™) Boe — o,

(TK™) Be — B8,

e aregra RM* por RME;

(RME) Fo—o>vy/FBe— By.

Esta versdo com operador B ndo remete diretamente a intuicdo do operador de

fecho, mas, por outro lado, ela permite um caminho mais direto de comparagdo com 0s

usuais sistemas modais, ao considerar-se o operador 8 como o0 operador de necessidade

0. O conceito dual de fecho, associado ao operador B € o de interior de um conjunto.

3. A equivaléncia entre TK e o sistema modal EMT4

Considerando-se os operadores H e ¢ como idénticos aos operadores modais de

necessidade O e possibilidade ¢, podemos verificar que TK é dedutivamente

equivalente ao sistema modal subnormal EMT4 (MORTARI, FEITOSA, 2011).

Se O é um operador primitivo, entdo ¢ pode ser definido do modo usual:

(Df<>) <>(P :dfﬁDﬁ(P.

EMT4 € o sistema modal ndo normal dado pelo calculo proposicional classico

acrescido dos seguintes axiomas e regra:
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(M) O(e Ay) > (0o A DOy)
(M De—>o
4) ge—>ode

(RE) ¢ <> v/ O¢ <> Oy.

Proposicao 3.1 Todo teorema de EMT4 é teorema de TK.

Demonstracdo: Segue de TK'1, TK™; e Proposicéo 2.2 (ii) e (vi). n

Proposicao 3.2 Todo teorema de TK é teorema de EMTA4.

Demonstragéo: Deve-se mostrar que em EMT4 vale RME.

lLEFo—>vy hipotese

2.0 0 CPC

o> (pAvy) CPCemle?2

4. -(@eAy) >0 CPC

5o (pAvy) CPCem3e4

6. - Op < O(p A W) REem5

7. O Av) > (0o A Oy) M

8. O¢p — (O A Ovy) CPCem6b6e7

9.+ (Op A Oy) > Oy CPC

10. - O¢p —» Oy CPCem38e0. |

4. A adequacao de TK segundo os espacos de Tarski

Nesta secdo mostramos que a l6gica TK é correta e completa segundo 0s espagos
de Tarski. No texto (FEITOSA, NASCIMENTO, SOARES, 2014) esta uma prova deste
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resultado que remete as TK-algebras. A versdo seguinte usa apenas os Espacos de
Tarski. Para tanto, devemos precisar como 0s espagos de Tarski podem ser vistos como

semanticas apropriadas para TK.

Denotamos o conjunto das variaveis proposicionais de TK por Var(TK), o

conjunto das formula de TK por For(TK) e 0 seu conjunto de axiomas por AxX.

Uma formula v € For(TK) é refutavel em I' se I' = —y. Em caso contrério, a

formula € irrefutavel.

Seja (E, C) um espaco de Tarski. Uma valoracdo restrita € uma funcédo (.):

Var(TK) — P(E) que interpreta cada varidvel de TK em um subconjunto A de E.

Uma valoracdo € uma funcdo [.]: For(TK) — P(E) que estende natural e
unicamente a funcéo (.): Var(TK) — P(E) da seguinte maneira:

(i) [p] = (P

(i) [-¢] = E - [0]

(iii) [+ 0] = C[o]

(V) [o Ayl =[o] N [v]

V) [o v vl =Io] v [yl

Segue da definicdo de valoragéo que:
(vi) [T] = E, para toda tautologia T

(vii) [L] = 9, para toda contradicdo L.

Seja (E, C) um espaco de Tarski. Um modelo para I < For(TK) é uma valoragao

[.]: For(TK) — P(E) tal que [y] = E, para toda formulay € T'.

Denotamos por ((E, C), [.]) = T que ((E, C), [.]) € um modelo de I'. Em

particular, se ¢ € For(TK), entdo uma valoracéo [.]: For(TK) — $(E) é um modelo para

¢ se [e] = E. Neste caso, {(E, C), [.]) & ¢ e dizemos que a formula ¢ é verdadeira em
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((E,C). LD

Uma formula ¢ é vélida, o que é denotado por = ¢, se para todo espaco de

Tarski (E, C) e toda valoracéo [.]: For(TK) — $(E) temos ((E, C), [.]) = .

Um subconjunto I' < For(TK) implica logicamente a férmula v, o que é

denotado por I' = v, se todo modelo de I" é também um modelo de .

Lema4.l: [¢ > y] =E < [o] < [y].
Demonstragédo: [p > y]=E< [-ovvy]=E< [-o]lU|v] =E< (E-[¢]) U [y]=E
S[e]lcly] =

Teorema 4.2: (Correcdo) SeI' -~ o, entdo I' = ¢.
Demonstracéo: A demonstracdo é por inducdo sobre o comprimento da deducdo.
Sen =1, entdo ¢ é um axioma de TKou ¢ e T.
Se ¢ € T, naturalmente I' = .
Consideremos, entdo, que ¢ € um axioma de TK. Se ¢ é uma tautologia, entdo,
da condicdo (vi) acima, temos que [T] = E.
Se ¢ édotipoy — ey, entdo [y > ey]=[-w Vv ey] =(E-[v]) U Cly] =E;
Se @ édotipo ¢ey — ey, entdo [eey — ey] = [-eey v ey] = (E -
CCly]) v Cly] = (E-C[y]) v C[y] = E.

Em todos os casos, temos I = ¢.

Agora, assumimos por hipotese de inducdo que o enunciado vale para k <n.

Se o foi obtida de I" por MP, entdo temos I' - y e I' - v — ¢. Pela hipdtese de
inducdo, [w] = E e [y — ¢] = E. Pelo lema anterior, [w] < [¢] e como [y] = E, entdo
[o] = E.

Se ¢ foi obtida de I" por (RM?*), entdo temos I' - o — v e, pela hipdtese de

inducdo, [c — y] = E. Do lema anterior, segue que [c] < [y] e da definicdo de

operador de consequéncia que C[o] < C[y]. Desse modo, [¢y — ¢¢] =E.
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Portanto, I' = o. n

Teorema 4.3: Se I" é consistente, entdo I" tem modelo.
Demonstracéo: Segundo o Teorema de Lindenbaum, todo conjunto consistente I" pode
ser estendido a um conjunto consistente maximal A. Diante disso, verificaremos que A
tem um modelo e como I' ¢ A, entdo também I" tem um modelo.

Seja E = {x}. Dai P(E) = {J, E} e tomemos C(D) = J e C(E) = E, isto &, C
coincide com a fungdo identidade sobre P(E).

Definimos a seguinte valoracdo [.] : For(TK) — (E, C) tal que para cada variavel
proposicional p, [p] =E < p € A.

Agora mostraremos que para toda férmula vy, temos [y] = E < y € A, isto €, [ ]
é um modelo para A em (E, C).

A demonstracdo segue por indugdo sobre a complexidade da formula y. O caso
booleano é simples e usual e, entdo, restringimo-nos as formulas modais.

Seja y do tipo ¢ o:

Se [¢¢] = E, entdo C[¢] = E e, dai, [¢] = E. Pela hip6tese de inducdo, ¢ € A e
como A é uma teoria, entdo A  ¢. Pelo axioma (TK1), A = ¢ — ¢ e, entdo por MP, A
= 0.

Se A - ¢, entdo para todos 0s & € A que ocorrem na deducéo de ¢ ¢ temos que

[6] = E. Pelo Teorema da Correcdo, segue que A = 4 €, portanto, [¢ ] =E. m

Corolério 4.4: (Completude Forte) Se " =y, entdo T - .
Demonstracdo: Se T' & v, entdo todo modelo de T" é também modelo de y e, desse
modo, ndo existe modelo de 'u{—y}. Do teorema anterior, I'"'u{—wy} é inconsistente e,

pela Proposicdo 2.2, I' - . n

Estes resultados eram esperados, pois a formalizagdo do operador de
consequéncia foi proposta para corresponder integralmente a sua definigdo, isto € o que
nos da a adequacao, correcao e completude, da légica TK com os espacos de Tarski.

Como um acréscimo, mostramos anteriormente a adequacdo de TK segundo as
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TK-algebras. Agora, podemos verificar que cada espaco de Tarski define uma TK-
algebra do seguinte modo: Dado um espago de Tarski (E, C), entdo (P(E), &, E, ©, N,
U, C) é uma TK-algebra, em que naturalmente a operacdo © é a complementagdo de
conjuntos.

A seguir, envolveremos as TK-algebra e polinémios sobre elas para obtermos

um meétodo de decisao para TK.

5. Polindbmios, TK-algebras e um método de decisdo para TK

Partimos do conceito usual de polindbmio, tratamos de polindmios sobre TK-
algebras e argumentamos sobre um método de decisdo para a l6gica TK, isto €, dizer

para uma formula qualquer de TK se esta € ou ndo TK-valida.

No contexto da matematica basica, um polindmio é uma expressao do tipo:

P(X) = ao + arX + axx? + ... + anX",

interpretada sobre a estrutura matematica dos nameros reais (R, 0, 1, +, ., =). Assim, 0s

({34

termos ao, a1, a2, ..., an € R, a adigdo “+” e a multiplicacdo “.” sdo operagdes sobre os
reais, a potenciacdo € uma multiplicacdo reiterada e a variavel x representa nimero real
aleatdrio.

Uma equacdo polinomial é uma expresséao do tipo:

A+ aix + a2+ .. +ax"=D,

com b real; e procurar solugéo da equacgéo consiste em determinar quais os valores reais
da variavel x que fazem a igualdade valer.

A famosa equacdo do segundo grau, que tem como método de resolucdo o
procedimento de Bhaskara, € um caso particular e interessante.

Caracterizamos a abordagem polinomial acima e sua solugéo para a estrutura dos
reais. Porém, ndo precisamos nos ater apenas a esta estrutura matematica. Podemos
tratar com polindmios com varias variaveis, como por exemplo, p(x,y,z) = Xyz — 5x* +
9y%z2, como, também, sobre muitas outras estruturas, outros corpos, anéis, médulos e

outros.
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Agora, estenderemos esta abordagem para o contexto booleano e depois para
aquele que interessa ao nosso desenvolvimento, o ambiente das TK-algebras.

Uma definicdo bastante usual de Algebra de Boole que pode ser encontrada em
(MIRAGLIA, 1987) e (RASIOWA, 1974) é a seguinte.

Algebra de Boole é um reticulado, distributivo e complementado.

De um modo mais simples e visual, uma Algebra de Boole é uma estrutura
algébrica do tipo B = (B, ~, v, A, L, T), em que B é um conjunto ndo vazio com duas
operacOes binarias: A (conjuncdo) e v (disjuncdo) e uma operagcdo unaria ~
(complemento) e dois elementos especificos L e T, tais que para todos X, y, Z € B
valem:

Mxvyvz=(xXvy)vz e XA (Y AZ)=(XAY) Az (associatividade)
(i) xvy=yvx e XAY=YAaX(comutatividade)

(i) XA(Yyv)=XAayY)v(xaz)exv(yanz)=(Xvy)a(Xvz) (distributividade)
(IV) X A(XVvYy)=Xx e X Vv (X AY) =X (absorcéo)

(V) X AX=X e X v X = X (idempoténcia)

(vi) para cada x existe ~x € B tal que x v ~x = T e X A ~x = L (complementar)

(viDxvl=x, XvT=T, XAT=X e XAal=1

(viii) L= T.

Em toda algebra de Boole valem todas estas e mais algumas bastante simples e

bem conhecidas dos manuais de I6gica, como por exemplo, (FEITOSA, PAULOVICH,

2005). Usaremos o0s simbolos — e «» como 0s correspondentes simbolos de

condicional e bicondicional na &lgebra. Por exemplo, valem as seguintes igualdades: x
S YZ~XVY, X Y=EX = YAY = XX = Y~y = ~X ~~X =X, ~(XAY) =~X Vv ~Y,

~(XVY)=~XA~Y.
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Polinbmio booleano é uma expressdao matematica que pode ser interpretada

numa algebra de Boole. Por exemplo, p(X, y) = (X = y) A (X A ~y). Agora as varidveis

representam termos de B e as operagdes sdo aquelas da algebra B. Uma equacdo
booleana é uma igualdade entre dois polindbmios booleanos e a resolucdo de uma

equacdo € a busca pelos valores das varidveis que fazem valer a igualdade.

A cada férmula da ldgica proposicional classica ¢ corresponde um Unico
polindmio &(¢) sobre B, com a tradugdo da primeira variavel da formula em x, a
segunda em y e assim por diante. As formulas séo finitas e, portanto, envolvem apenas
uma quantidade finita de variaveis. Se forem muitas formulas, podemos indexar as

variaveis. Interpretamos os operadores l6gicos —, A, v, — € <> nos operadores

booleanos ~, A, v, = € «.

Por exemplo, se ¢ =y — (v v 6), entdo &(p) =X = (X vY) = p(X, Y).

Uma férmula do CPC é valida se, e somente se, o seu polindmio booleano é

idéntico a T, que representa o vero.

Como na ldgica, podemos fazer as seguintes operagdes sobre polinémios: (i)
podemos trocar uniformemente uma variavel por um polinémio qualquer (substituicao
uniforme) e (ii) podemos trocar uma parte por outra Se elas sdo equivalentes

(substituicdo de equivalentes).

Por questdo de simplicidade, sempre fazemos as seguintes operacgdes:
(ii-1) trocamos X <~ y por X = Yy Ay = X e

(1i-2) trocamos X — y por ~X v Y.

Com isto podemos mostrar a validade de muitas formulas. Para mostrarmos a
validade, podemos usar as propriedades permitidas, da algebra de Boole, e se chegamos

ao vero, entdo temos uma férmula valida ou uma tautologia.
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(@ Daday — (y vo), temosX = Xvy)=~Xv(XVvy)=(-XvX)vy=Tvy=T.

Logo a formula é CPC-vélida.

(b) Dada @ — (y = @), temos X = (y = X) =~X Vv (~y v X) = ~X v (X v ~y) = (=X Vv X)

V~Y=TvVv~y=T.

(c) Dada (—=y = —¢) = ((=y = @) > ), temos (~X = ~y) = ((~X = y) = X) = (~~X
VY = (Gxvy) 2 ) = (Xvsy) s (Xvy) 2 x) = ~(Xvisy) v (s(Xvy) vix) =
~(Xv=y) VI(IEXASY) vX) =Xy =y) V(XY X) A (Y VX)) =~ (Xvy) v (T A (X

vy)=~(Xv~y) v(Xv-y) =T,

Mas e quando ndo chagamos ao T? Se chegarmos a L, entdo a proposicao nao é

valida, ou melhor, ela é uma contradicéo.

(d) Dada —(¢p — o), temos ~(X = X) =~T = L.

Porém, temos alguns casos intermediarios, dados pelas sentencgas contingentes.

Se ndo temos mais operacOes a efetuar e ndo chegamos no T, entdo a senten¢a nao €

valida.

(e) Dada @ — (p A 0), temoS X = (X AY) =~XV (XAY)=(~"XVX)AY=T AY=YV.

A esséncia do processo de decisdo algébrico € mostrar que a formula em questao
vale em qualquer algebra de Boole e, portanto, ela é valida; ou existe uma algebra de

Boole na qual ela ndo vale.

Contudo, além da tradicdo que faz o teste com as tabelas de verdade sobre a

algebra de Boole 2 = {1, T}, resultados algébricos mostram que ndo precisamos fazer
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os testes em diversas lgebras, mas apenas nesta, 2 = {1, T}. Se a formula é vélida,

entdo em 2 = {1, T} ela serd idéntica a T; e se ndo é valida, entioem 2 = {1, T} ela
sera idéntica a 1, para alguma atribuicdo de valores para as variaveis da formula

investigada.

Agora, naturalmente, estendemos o método para a légica TK e polinémios sobre

TK-algebras. Trataremos apenas com 2 = {1, T} sobre a qual devemos incluir o

operador e. Sabemos que ¢ T = T, mas ndo quem é oL,

Indicaremos a TK-algebra sobre 2 por 2 = {1, T, F}, em que F indica quem sdo
os elementos fechados desta TK-algebra.
Deste modo, temos duas TK-algebras sobre 2, uma em que oL = | e fica assim 2

={L, T, F={L, T}} (o operador de fecho é a funcdo identidade), e outra em que oL =
T,2={L, T, F={T}} (o operador de fecho € a fungéo constante T).

Para cada formula ¢ de TK construimos o seu polindmio &(¢) segundo as TK-

algebras. Se o polinbmio é idéntico a T, entdo a férmula é valida. Do contrério

precisamos de um contraexemplo vindo de uma das duas TK-algebras acima.

(f) Dada ¢ (o v @) —> ¢, temos o(X v eX) — eX = e(eX) — ex = eX — eX = T. L0go

a formula é TK-valida.

() Dada ¢ — ¢ (@ A ), temos ex — o(X AY) =~ex v e(X AYy). Para2={1l, T, F=
{L, T}}, com a substituicdo de x por T ey por L,temoseT —> o(T A L)=T > el =

T — 1 =1. Entdo, esta férmula ndo é TK-véalida.

(h) As proposicbes ¢ — ¢—¢ e ¢ —¢ — ¢ ndo sdo TK-validas, pois:
Parax — e~xe2={L, T, F={L, T}}, com a substituicdo de x por T, temos

T—oe~T =T—el =T =1,
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Para e~x — xe 2 ={L, T, F={T}}, com a substituicdo de x por L, temos

o~ | =T —»1 =T 1=1,

A interpretacdo de uma formula segundo um polinémio é usual na logica

classica e também para outras légicas. Nos casos discutidos, essencial mesmo é que
podemos tomar como modelo para a discussdo apenas a algebra 2 = {1, T}, por ser
simples e de tamanho minimo.

Das discussbes anteriores, observamos que podemos estender o método das

tabelas de verdade para TK.
Dada uma férmula ¢ qualquer de TK, construimos duas tabelas de verdade para

¢@. Na primeira tomamos e como a funcdo identidade e na segunda como a fungéo

constante sobre {T}. Os demais operadores agem como no caso classico. Se nas duas

construgdes a formula ¢ assume sempre o valor T, entdo ela é valida em TK. Se numa
das construgdes ela assume o valor L, entdo ¢ ndo é validaem TK.

Temos assim um método de decisdo para TK. Resta-nos justificar que apenas 2
= {l, T, F } é o bastante como semantica para TK, o que justificaremos

posteriormente.

Considerac0es finais

A partir dos operadores de consequéncia, temos mostrado a formalizacdo do
conceito nos ambientes conjuntista, 16gico e algébrico e a completude do sistema l6gico

segundo os modelos sugeridos.
Ainda precisamos dar uma argumentacdo definitiva de que 2 = {1, T, F } atende

0 quesito da completude. N&o basta termos a convicg¢do de que funciona, precisamos
mostrar que de fato funcionam e sempre. Este passo adicional fica para outro momento,
pois imaginamos que precisaremos de um bom aparato matematico para a sua plena
justificativa.

Esta é a argumentagdo algébrica. Para um método de decisdo muito simples para
TK, podemos escolher o método dos tablés como em (GOLZIO, RODRIGUES, 2010).
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