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Das Recht der Uchersetzang in fremde Sprachen bileibt vorbehalten.



Vorwort.

Das Erkennen einer wissenschaftlichon Wabrheit dureh-.
l14uft in der Regel mehre Stufen der Sicherheit. Zuerst viel-
leicht aus einer ungentigenden Zahl von Eiizelfallen errathen,
wird der allzemeine Satz nach und nach sicherer befestigt, in-
dem er durch Schlussketten mit andern Wahrheiten Verbindung
erhiilt, soi es dass aus ihm Folgerungen abgeleitet werden, die
auf andere Weise Bestitigung finden, sei es dass er umgekehrt
als Folge schon feststehender Siitze erkannt wird. Es kann
daber einerseits nach dem Wege gefragt werden, auf dem ein
Satz allmghlich errungen wurde, andrerseits nach der Weise,
wie er nun schliesslich am festesten zu begriinden ist. Erstere
Frage muss mdglicherweise in Bezug auf verschiedene Menschen
verschieden beantwortet werden, letatere ist bestimmter, und ihre
Beantwortung hiingt mit dem innern Wesen des betrachteten
Satzes zusammen. Die festeste Beweisfilrung ist offenbar die
rein logische, welche, von der besondern Beschaffenheit der Dinge
absehend, sich allein auf die Gesetze griindet, auf denen alle
Erkenntnis beruht. Wir theilen danach alle Wahrheiten, die einer -
Begritudung bedurfen, in zwei Arten, indem der Beweis bei dew
einen rein logisch vorgehen kann, bei den andern sich auf
Erfabrungsthatsachen stiitzen muss. Es ist aber wohl vereinbar, -
dass ein Satz zu der ersteren Art'gehort und doch ohne Sinnes-
thitigkeit nie in einem nfenschlichen ‘Geiste zum Bewusstsein
kommen kénnte,*) Also nicht die psychologische Entstehungs--
weise, sondern die vollkommenste Art der Beweisfithrung liogt®

*#) Da ohne Sinneswahmehmung keine geistige Entwickeluag bel
den uns bekaunten Wesen muglich ist, so gilt das Letstere von allen
Urtheilen,

#*
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der Eintheilung zu Grunde. Indem ich mir nun die Frage
vorlegte, zu welcher dieser beiden Arten dic arithmetischen
Urtheile gehorten, musste ich zunféichst vorsuchen, wie weit man
in der Arithmetik durch Schlisse allein gelangen kénnte, nur
gestitat auf die Gesetze des Denkeuns, die Gber allen Besonder-
heiten erhaben sind. Der Gaog war hierbei dieser, dass ich
zuerst den Begriff der Anordnung in einer Reihe auf die /o-
gische Folge zuriickzufthren suchte, um von hier aus zum
Zahlhegrift fortzuschreiten. Damit sich hierbei nicht unbe-
merkt etwas Anschauliches eindringen kdnnte, musste Alles auf
dis Lilckenlosigkeit der Schlusskette ankommen. Indem ich
diese Forderung auf das strengste zu erfillen trachtets, fand
ich ein Hindernis in der Unzulinglichkeit der Sprache, die bei
aller entstehenden Schwerfilligkeit des Ausdruckes doch, jo
verwickelter die Bezichungen wurden, destuv weniger die Ge-
nauigkeit orreichen liess, welche mein Zweck verlangte. Aus
diesem Bediirfuisse ging der Gedanke der verliegenden Begriffs-
schrift hervor, Sie soll also zunfichst dazu dienen, die Biin-
digkeit einer Schlusskette auf die sicherste Weiso ,zu prifen
und jede Voraussetzung, die sich unbemerkt einschleichen will,
anzuzeigen, damit letztere auf ihren Ursprung untersucht werden
kinne. Deshalb ist auf den Ausdruck alles dessen verzichtet
worden, was fiir die Schlussfolge ohne Bedeutung ist. Ich
habe das, worauf allein es mir ankam, in § 3 als begriflichen
Inhalt bezeichnet. Diess Erklirung muss daher immer im
Sinne behalten werden, wenn man das Wesen meiner Formel-
sprache richtig auffassen will Hieraus ergab sich auch der
Name , Begriffsschrifi“. Da ich mich fiirs erste auf den Aus-
druek solcher Beziehungen beschrinkt habe, die von der be-
sonderen Beschaffenheit der Dinge unabhiingig sind, so konnte
ich auch den Ausdruck ,Formelsprache des reinen Denkens®
gebrauchen, Die Nachbildung der arithmetischen Formelsprache,
die ich auf dem Titel angedeutet habe, bezieht sich mehr auf
die Grundgedanken als die Einzelgestaltung. Jene Bestrebungen,
durch Auffassung des Begriffs als Summe sciner Merkmale
eine kinstliche Aehnlichkeit herzustellen, haben mir dabei
durchaus fern gelegen. Am unmittelbarsten -berithet sich meine
Formelsprache mit der arithmetischen in der Verwendungsweise
der Buchstaben,
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Das Verhiltnis meiner Begriffsschrift zu der Sprache des
Lehens glaube ich am deutlichsten machen zu kbnnen, wenn
ich ¢s mit dem des Mikroskops zum Auge vergleiche, Das
Lotztere hat dureh den Umfang sciner Anwendbarkeit, durch
die Beweglichkeit, mit der es sich den verschiedensten Um-
stinden anzuschmiegen weiss, cine grosse Ueberlegenheit vor
dem Mikroskop. Als optischer Apparat betrachtet, zeigt es
freilich viele Unvollkommenheiten, die nur in Folge seiner
innigen Verbindung wit dem geistigen Leben gewdhnlich un-
beachtet bleiben. Sobald aber wissenschaftliche Zwecke grosse
Anforderungen an dic Schitrfo der Unterscheidung stellen, zoigt
sich das Auge als ungenligend. Das Mikroskop hingegen ist
gerade solchen Zwecken auf das vollkommenste angepasst, aber
oben dadurch fir alle andern unbrauchbar.

So ist diese Begriffsschiift ein fir bestimmte wissen-
schaftliche Zwecke ersonnenes Hilfsmittel, das man nieht des-
balb verurtheilen darf, weil es fir andere nichts taugt. Wenn
sie diesen Zwecken einigermassen entspricht, so mdge man
immerhin neue Wahrheiten in meiner Schrift vermissen. Ich
wirde mich dariber mit dem Bewusstsein trosten, dass auch
cine Weiterbildung der Methode die Wissenschaft fordert. Halt
es doch Baco fur vorziiglicher ein Mitel zu erfinden, durch
welches Alles leicht gefunden werden kamn, als Einzelnes zu
entdecken, und haben doch alle grossen wissenschaftlichen
Fortschritte der noueren Zeit ihren Ursprung in einer Ver-
hesserung der Methode gehabt,

Auch Leibniz hat die Vortheile einer angemessenen Be-
zeichnungsweise erkaunt, vielleicht Uberschitzt. Sein Gedanke
einer allgemeinen Charakteristik, eines caleulus philosophicus
oder ratiocinator*) war zu riesenhaft, als dass der Versuch
im zu verwirklichen @her die Dblossen Vorbereitungen hitte
hifiausgelangen kinnen. Die Begeisterung, welche seinen Ur-
feber bei der Erwigung ergriff, welch’' unermessliche Ver-
mehrung der geistigen Kraft der Menschheit aus einer die
Sachen selbst treffenden Bezeichnungsweise entspringen wiirde,
liess ihn die Schwierigkeiten zu gering schétzon, die einem

*) Siehe hieritber: Trendelenburg, Historische Beitriige zur Philo-
sophie 3. Band.
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solehen Unternchmen entgegenstehen, Wenn aber auch dies
hohe Ziel mit Einem Aulaunfo nicht erveicht werden kann, so
hraucht man doch an einer langsamen, sehrittweisen Annitherung
nicht zu verzweifeln, Wenn eine Aufgabe in ihrer vollen All-
gemeinheit unlosbar scheint, so beschrinke man sic vorliufig;
dann wird vielleicht durch allmihliche Erweiterung ihve Be-
willtigung gelingen. Man kamn in den arithmetischen, geo-
metrisehen, chemischon Zeichen Verwirklichungen des Leibuizi-
schon Gedankens fir einzelne Gebiete sehen. Die hier vor-
geschlagene Begriffeschrift figt diesen cin neues hinzu und
zwar das in der Mitte gelegene, welches allen andern benach-
bart ist. Von hier aus lisst sich daher mit der grossten Aus-
sicht auf Erfoly eine Ausfillung der Licken der bestehenden
Formelsprachen, cine Verbindung ihrer bisher getrennten Ge-
biete zu dem Bereiche einer einzigen und eine Ausdehnung
auf Gebiete ins Werk setzen, die bisher einer solchen er-
mangelten,

Ich verspreche mir itberall da eine erfolgreiche Anwendung
meiner Begriffaschrift, wo ein besonderer Werth auf die Bindig-
keit der Beweisfihrung gelegt werden muss, wie bei der Grund-
legung der Differential- und Integralrechnung.

Noch leichter scheint es mir zu sein, das Gebiet dieser
Formelsprache auf Geometric auszudehnen. Es missten nur
fir die hier vorkommenden snschaulichen Verhiltnisse noch
einige Zoichen hinzugefigt werden. Auf diese Weise wiirde
man eine Art von analysis sifus erhalten,

Der Usbergang zu der reinen Bewegungslehre und weiter
zur Mechanik und Physik michte sich hier anschliessen. In
den letsteren Gebieten, wo neben der Denknothwendigkeit die
Naturnothwendigkeit sich geltend macht, ist am ehesten eine
Weiterentwickelung der Bezeichnungsweise mit dem Fortschreiten
der Erkenntnis vorauszusehen. Deshalb braucht man aber
nicht zu warten, bis die Moglichkeit solcher Umformungen aus-
gerchlossen erscheint,

Wenn es cine Aufgabe der Philosophie ist, die Herrschaft
des Wortes ftbor den menschlichen Geist zu brechen, indem sie
die Tiusehungen aufdeckt, dio durch den Sprachgebrauch ther
die Beziehungen der Begriffc oft fast unvermeidlich entstehen,
iudem si¢ den Gedanken von demjenigen befreit, womit ihn

. T L. e
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allein die Beschaffenheit des sprachlichen Ausdrucksmittels he-
haftet, so wird meine Begriffsschrift, fir diese Zwecke weiter
ausgebildet, den Philosophen ein brauchbares Werkzeug werden
kionnen. Freilich giebt auch sie, wie cs hei einem dussern
Darstellungsmittel wohl nicht anders méglich ist, den Gedanken
nicht rein wieder; aber einerseits kann man diese Abweichungen
auf das Unvermeidliche und Unachidliche beschrinken, andrer-
seits ist schon dadurch, dass sie ganz andrer Art sind als die
der Sprache ecigenthiimlichen, ein Schutz gegen einc einseitige
Becinflussung durch eines dieser Ausdiucksmitte! gegeben.

Schon das Erfinden dieser Begriffsschrift hat die Logik,
wie mir scheint, gefordert. Ich hoffe, dass die Logiker, wenn
gie sich durch den ersten Eindruck des Fremdartigen nicht
zurlickschrecken lassen, den Neuerungen, zu denen ich durch
eine der Sache selbst innewohnende Nothwendigkeit getrieben
wurde, ibre Zustimmung nicht verweigern werden, Diese Ab-
weichungen vom Hergebrachten finden jhre Rechtfertigung darin,
dass die Logik sich bisher immer moch zu eng an Sprache
und Grammatik angeschlossen hat. Insbesondere glaube ich,
dass die Ersetzung der Begriffe Subject und Praedicat durch
Argument und Function sich auf die Dauer bewéihren wird. Man
erkennt leicht, wie die- Auffassung eines Inhalts als Function
eines Argumentes begriffbildend wirkt. Es mdchte ferner der
Nachweis des Zusammenhanges zwischen den Bedeutungen der
Waorter: wenn, und, nicht, oder, es giobt, einige, alle w s. w.
Beachtung verdienen.

Im Besondern sei nur noch Folgendes erwihnt,

Die in § 6 ausgesprochene Beschrinkung auf eine einzige
Schlussweise wird dadurch gerechifertigt, dass bei der Grund-
legung einer solchen Begriffsschrift die Urhestandtheile so ein-
fach wie méglich genommen werden miissen, wenn Usber-
sichtlichkeit und Ordnung geschaffen werden sollen. Dies
schliesst nicht aus, dass spiter Ueberginge von mehren Ur-
theilen zu einem neuen, die bei dieser einzigen Schlussweise
nur in mittelbarer Weise méglich sind, der Abkilrzang wegen
in unmittelbare verwandelt werden. In der That mdehte sich
dies bei einer spitern Auwendung empfeblen. Dadurch wiirden
dann weitere Schlussweisen cntstehen.
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Nachtriiglich habe ich hemerkt, dass die Formeln (31) und
(41) in die einzige
F—Gia: a)

zusammengezogen werden konnen, wodurch noch einige Verein-
fachungen mdglich werden,

Die Arithmetik, wie ich im Anfange bemerkt habe, ist der
Ausgangspunkt dos Gedankenganges gewesen, der mich zu
meiner Begriffaschrift geleitet hat.  Auf diese Wissensehaft
denko ich sie daher auch zuerst anzuwenden, indem ich ihre
Begriffe weiter zu zergliedern und ihre Siitze tiefer an be-
griinden ruche, Vouliufig habe ich im dritten Abschnitte einiges
von dem mitgetheilt, was sich in dieser Richtung bewegt. Die
weitere Verfolgung des angedeuteten Weges, die Beleuchtung
der Begriffe der Zahl, der Grosse u s. w. sollen den Gegen-
stand fernerer Untersuchungen bilden, mit denen ich unmittel-
har nach dieser Sehrift hervortreten werde.

Jena, den 18, December 1878,
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I. Erkliirung der Bezeichnungen.

§ 1. Die in der allgemeiven Griseenlebre gebriuchlichen
Zeichen zerfallen in zwei Arten. Die erstere umfasst die Buch-
staben, von denen jeder cntweder eine unbestimmt gelassene Zahl
oder eine unbestimmt gelassene Function vertritt. Diese Un-
bestimmtheit macht es méglich die Buchstaben zum Ausdrucke der
Allgemeingiltigkeit von Sttzen zu verwenden wie in

a4+ b)e = ac+ be.
Die andere Art umfasst solche Zeichen wie +, —, vy 0, 1, 2,
von denen jedes seine eigenthitmliche Bedeutung hat,

Diesen Grundgedanken der Unterscheidung zweier Arten von
Zeichen, der in der Grdssenlelire leider nicht rein durcbgefithrt
i6t*), nehme ich auf, wm ihn fir dus wmfassendere Gebiet des
reiven Denkens iberhaupt wtzbar zu machen. Alle Zeichen, die
ich anwende, theile ich daher ein e solche, unter denen mun sich
Perschiedenes vorstellen kunn, und in solche die einen ganz be-
“stimmien Sinn haben. Die erstern sind die Buchstaben, und diese -
sollen hauptsiichlich zum Ausdrucke dor -Allgemeinheit dienen,
Bei aller Unbestimmtheit muss aber daran festgehalten werden,
dass ein Buchstabe die Bedeutung, welche man ihm einmal gegeben
hat, in demselben Zusammenhange Aeihehiilt.

Das Urtheil )

§ 2, Ein Urtheil werde immer mit Ifilfe des Zeichens
ansgedrilekt, welches links von dem Zeichen oder der Zeichen-
verbindung steht, die den Inhalt des Urtheils angiebt. Wenn wan
den kleinon senkrechten Strich am linken Ende des wagerechten

*) Man denke an I, log, sin, Lim.
Frege, Fonvelsprache. 1
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fortlisst, so woll dies das Urtheil in eine hlosse Porstellungsver
bindiung verwandeln, von welcher der Schreibende uicht ausdriiekt,
ob er ihe Wahvheit zuerkenne oder nieht, Bedonte 2 B
}-A4%

das Urtheil: . die ungleichnamigen Magnetpole szichen sich an;
dann wird

' —— A4
nicht dies Urtheil ausdriicken, sondern lediglieh die Vorstellung
von der gegenseitigen Anzichung der ungleichnamigen Magnetpole
in dem Leser hervorrnfen sollen. etwa um Folgerangen daraus s
ziehen und an diesen die Rieltigkeit des Gedankens zn pritfen,
Wir wmschreiben in diesem Falle dureh die Worte der Umstand,
duss* oder ..der Salz, dass*,

Nicht jeder Inhalt kann durch das vor sein Zeichen gesctate
k-~ ein Urtheil werden, 2 B. uicht die Vorstelling .Haus®,
Wir unterscheiden daher heurtheilbare und  unbeurtheitbare In-
halte **),

Der wagerechie Strich, aus dem das Zeichen |- - gebildet
ist, verbindet die darauf folgenden Zeichen zie einem Gunzen, und
anf dies Ganze beziell sich die Bejahung, welche durch den senk-
rechten Sirich am linken FEnde des wagerechten ausgedriickt wird.
Fe moge der wagerechte Stvich Mmhaltsstrich, der senkrechte
Urtheilsstrich heissen. Der Inbaltestrich diene auch sonst dazu,
irgendwelche Zeichen zu dem Ganzen der darauf folgenden Zeichen
in Beziehung zu setzen. Hus auf den Inhaltsstrich folgt, muss
immer einen benrtheilbaren Inhalt haben.

§ 3. LBinc Unterscheidung von Subject und Prddicat findet
bei wmeiner Darstellung cines Urtheils nickt statf. Um dies zn
rechtfertigen. bemevke ich, dass die Inhalle von zwei Urtheilon in
doppeiter Weise verschieden sein kinnen: erstens so, dass die Fol-
gerungen, die aus dem einen in Verbindung mit bestimmten andern

*) Ich bediene mich der grossen gricchischen Buchstaben als Ab-
kitrzungen, denen der Leser cinen passenden Sinn unterlegen mige, wenn:
ich sie nicht besonders erkliive.

*¥) Dagegen wiire der Umstand, dass es Hiuser (oder ein Haus)
giebt (vgl § 12), ein beurtheilbarer Inhalt. Von diesem ist aber die
Vorstellung .Haus* nur ein ‘Theil. Man kdunte in dem Satse: ,das Haus
des Prinmus war vou Holz* an die Stelle von ,Haus* nicht ,Umstand,
dass es cin Hans gieht cinsetzen. — Ein Belspiel anderer Art fiir einen
naheuvthieilharen Iuhalt siehe bei Formel Si.
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gezogen werden kinnen, immer anch ans dem zwelten in Ver-
binditng mit denselben andern Ustheilen folgen; zweitens so. dass
dies nicht der Fall ist. Die heiden Sitze: .bel Plataene siegten
die Griechen tiber die Perser und . bei Plataeae warden dje
Perser von den Griechen besiegt” unterscheiden sich in der erstern
Weise.  Wenn man nun such eine geringe Verschiedenheit des
Sinnes crkennen kann, so ist doch die Ucbereinstimmung fiher-
wicgend.  feh nenne nun denjenigen Theil des Inhaltes. der in
beiden dersethe ist. den begrifflichen Iihalt, Da nur dieser fiv
die Begrifieschrift von Bedeutung ist. 8o braucht sic keinen Unter-
schied zwischen Siitzen 2u wachen. die denselhen begrifilichen Inhalt
haben, Wenn maun sagt: ,Subjeet ist der Begriff, von dem das Urtheil
handelt’, 86 passt dies auch puf das Object. Man kann daher unr
sagen: ,Subject ist der Begritf. von dem hauptssichlieh das Urtheil
handelt.  BDie Stelie des Subjects in dor Wortreihe hat fiir die
Sprache die Bedeutung einer ausgezeichneten Stelle, an die man
dasjenige bringt, worauf man die Aufmerksamkeit des Hérers be-
sonders hinlenken will, (Siche auch § 9). Dies kann beispiels-
weise den Zweck haben, eine Beziehung dicses Urtheils zu andern
anzudenten. und dadurch dem Hiver die Auffassung des ganzen
Zugammenbanges zu erleichtern. Alle Erscheinungen nun in der
8prache, die nur aus der Wechselwirkung des Sprechenden und
des Horenden hervorgehen, indem der Sprechende z. B, auf die
irwartungen des Horenden Rueksicht nimmt und diese schon vor
dem Aussprechen eines Satzes auf die richtige Fahrte zu bringen
sucht, haben in meiner Formelsprache nichts Entsprechendes, weit
im Urtheile hier nur das in Betracht kommt, was auf die mdglichen
Folgerungen Binfluss hat, Alles. was for cine richtige Schluss-
folge nothig ist, wird voll ausgedriiekt; was aber nicht nothig ist,
wird meistens auch nicht angedeutet; nichts wird dem Errathen
itberlussen. Hicerin folge ich gans dem Beispicl der mathematischen
Formelsprache. bei der man Subjoct und Priidicat auch nur gewalt-
samerweise unterscheiden kamn. Es ligst sich eine Sprache
denken, in welcher der Satz: ,Archimedes kam bei der Eroberung
vou Syrakus um“ in folgender Weise ausgedriickt wiirde: ,der
gowaltsame Tod des Archimedes bei der Eroberung von Syrakus
ist cine Thatsache”, Hier kapn man zwar auch, wenn man will,
Subject und Prédicat unterscheiden, aber das Subject enthdlt den

gavzen Inhalt, und das Prédicat hat nur den Zweck, diesen als
i
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Urtheil hinzustellen.  Eine solche Sprache riirde nur ein einziges
Pradicat fir alle Urtheile huben, wimbich ,ist eine Thatsuche®.
Man sieht, dass im gewdhulichen Sipne von Subject und Pyitdieat
hier keine Rede scin kanu. Rine solche Sprache ist unsere Be-
griffsschrift und das Zeichen }—— ist ihr gemeinsames Priidicat
fir alle Urtheile.

Bei dem ersten Entwurfe einer Formelsprache liess ich mich
durch das Beispiel der Sprache verleiten, die Urtheile aus Subject
und Pridieat zusammenzusetzen. leh iiberzeugte mich aber bald,
dass dies meinem besondern Zwecke hinderlich war und nur zu un-
nittzen Weitliufigkeiten fihste.

§ 4 Dic folgenden Bemerkungen sollen die Bedewtung der
Unterscheidungen, welche man in Bezug auf Urtheile macht, fir
unsere Zwecke erliutern.

Man unterscheidet allyemeine und besondere Urtheile: dies
ist cigentlich kein Unterschicd der Urtheile, sondern der Inhalte.
Man sollle sugen : ,ein Urikeil vou allgemeinem Inhulte®, »eirn Ur-
theil von besouderm Inhalte”. Diese Kigenschaften kommen nim-
lich dem Inhalte auch zu, wenn er nicht als Urtheil hingestellt wird,
sonderu als Satz. (Siehe § 2).

* Dasselbe gilt von der Verneinung. In cinem indirecten Bewoise
sagt man z. B.: ,gesetzt, die Strecken A8 und €U wiren nicht
gleich.”  Hier enthilt der Inhalt, dass die Strecken A48 und €D
nicht gleich seien, cine Verncinung, aber dieser Inhalt, obgleich der
Beurtheilung falig, wird doch nicht als Urtheil anfgestelit. Es
haftet also die Verncinung am Inbalte, einerlei ob dieser als Urtheil
auftrote oder nicht. Ich halte es daher fir sugemessener, die
Verneinung als ein Merkmal eines beurtheitbaren Inhalts anzusehen.

Die Unterscheidung der Urtheile in kategorische, hypothetische
und disjunctive scheint mir nur grammatische Bedentung zu
haben.*)

Das apodiktische Urtheil unterscheidet sich vom assertorischen
dadureh, dass das Bebtehen allgemeiner Urtheile angedeutet wird.
aus denen der Satz geschlossen werden kann, wahrend bei den
aggertorischen cine solche Andoutung fehlt,. Wenn ich einen Satz
als nothwendig bezeichne, so gebe ich dadurch einen Wink tiber
weine Urtheilsgrinde.  Du aber hierdurch der begriffliche Inhalt

*) Die Begrlindung wird aus der gansen Schrife hervorgehon.
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des Trtheils nicht bertthet wird, so hat die Form des apodiktischen
Urtheils fiir uns keine Bedeutung.

Wenn ein 8atz als mdglich hingestellt wird, so enthilt sich
der Sprechende entweder des Urtheils, indem er andeutet, dass
ihm keine Gesetze bekannt seien, aus denen die Verneinung folgen
wiirde; oder er sagt, dass die Verneinung des Satzes in ihrer
Aligemcinheit falsch sei.  Im letzteren Falle haben wir ein par-
ticuliir hejahendes Urtheil®) nach der gewdhnlichen Bezeichnung.
»Es ist moglich, dass die Erde einmal mit einem andern Welt-
krper zusammenstdsat’ ist cin Beisplel fiir den ersten, und ,cine
Erkiltung kann den Tod zur Folge haben® ist eins fir den
zweiten Fall,

Die -Bedingtheit.
§ 5. Wenn A und 2 beartheilbare**) Inhalte bedeuten, so
giebt es folgende vier Moglichkeiten: :
1) A wird bejaht und # wird bejaht;
2) A wird bejaht und # wird verneint;
3) A wird verneint und £ wird bejaht;
4) A wird verneint und 8 wird verneint.
I 4
_, |
bedentet nun das Urtheil. dass die dritte dieser Miglichkeiten
nicht statifinde, sondern eine der drei andern. Wenn
4
L—-B
verneint wird, su besagt dies demnach, dass die dritte Maglichkeit
stattfinde, dnss also 4 verneint und 2 bejaht werde,
Aus den Fiillen, in denen ‘

—— A

!'-I:‘

bejaht wird, heben wir folgende hervor:

1) 4 muss bejaht werden. Dann st der Inbalt von 2 gann
gleiehgiltig. Z. B, p—— 4 bedente: 3><7 = 21, 7 bedeute den
Umstand, dass die Sonne seheint. Es siml hier pur die beiden
ersten der genaunten vier Fille moglich. Ein ursiichlicher Zu-

*) Siehe § 12
) §2
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sammenhung zwischen beiden Inhalten braucht nieht vorhanden
zu sein,

2} # it zu vorneinen. Daon ist der Inhalt von 4 gleich
gilig. Z. B. 2 bedeuts den Umstand, dass ein Perpetuum mobile
mdglich sel, 4 den Umstand, dass die Welt unendlich sei. Hior
ist nur der zweite und vierte der vier Fille midglich. Ein w-
siichlicher Zosammenhang zwischen £ und 2 braucht nicht zu
hestehen.

3) Man kann das Urtheil

l“T‘A
— 5B
fillen, ohne zu wissen, ob .1 und # zu bejahen oder zu verneinen
sind. Es bedeute z B. £ den Umstand, dass der Mond in Qua-
dratur steht, 4 den Umstand. dass er als Halbkreis erscheint. In
diesem Falle kann man
l——T 4

—B

mit lilfe des Fiigeworts ,wenn* i#bersetzon: ,,wenn der Mond in
Quadratur steht, so erscheint er als Halbkreis®. Die ursichliche
Yerknipfung, die in dem Worte ,wenn® liegt, wird jedoeh durch
unsere Zeichen nicht ausgedritckt, obgleich ein Urtheil dieser At
nur anf Grund einer solchen gefiillt werden kann. Denn diese
Verkntipfung ist etwas Allgemeines, dieses aber kommt hier noch
nicht zum Ausdrucke (Siehe § 12).

Der senkrechte Strich. welcher die beiden wagerechten ver-
bindet, heisse Bedingungsstrich. Der links vom Bedinguugsstriche
befindliche Theil des oberen wagrechten Striches ist der Inhalis-
strich fitr die cben erklirte Bedeutung der Zeichenverbindung

. 4
— I)' )
an diesein wird jedes Zeichen angebracht, das sich anf den Ge-
sammtinhalt des Ausdruckes beziehen soll. Der zwischen 4 und
dem Bedingungsstriche liegende Theil des wagerechten Striches
‘ist der Inhaltsstrich von 4. Der wagerechte Strich links ven &
ist der Inhaltsstrich von #. :
Hiernach ist leicht zu erkennen, dass
b
. —8&
fl I"
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den Fall leugnet, wo A verncint, # und 7" bejaht wilrden. Man
muss dies aus

——Ad ud I’
— B
ebenso zusammengesetzt denken, wie .
A4
_

aus 4 und /. Zundchst haben wir daher die Verneinung des

Falles, wo
;A

'—p
verneint, und I” bejaht wird. Die Verneinung von
. |-B
hedeutet aber, dass 4 verneint und 2 bejaht wird. Hicrans er-
giebt sich, was oben angegeben ist. Wenn eine ursiichliche Ver-
ketipfung voiliegt, so kann man auch sagen: ,4 ist die noth-
wendige Folge von £ und I'“; oder: ,wenn die Umstinde B und
I' eintreten, so tritt auch A ein®
Nicht minder erkennt man, dass
T

—B

den Fall lengnet, wo # bejaht wird, 4 und I" aber verneint
werden.  Wenn man einen ursiichlichen Zusammenhang zwischen
-4 und # voraussetzt, kann man dbersetzen: ,wenn 4 die noth-
wendige Folge von 2 ist, so kann geschlossen werden, dass I°
stattfindet.”

§ 6. Ausder in § 5 gegebenen Erklirung geht hervor, dass
aus den beiden Urtheilen

4 wmd }—2

s
—4

folgt. Von den vier oben aufgezithlten Fallen ist der dritte durch
—4
' ~8,
der zweite und vierte aber dnrch
| /1

ausgeschlossen, sodass nur der erste itbrig bleibt.

das neue Urtheil



Man kannte dicsen Schings etwa so schreiben:

] 4
—B
i -8B

] 4.
Isies witrde umstiindlich werden, wenn an den Stellen von 4 und
# lange Auadriicke stinden, weil jeder von ihnen doppelt zu
schreiben wiire, Deshalb brauche ich folgende Abkirzung. Jedes
Urtheil, welches im Zugammenhange einer Beweisfithrang vorkommt,
wird durch eine Nummer bezeichunet, die da, wo dies Urtheil zum
cxsten Male vorkommt. rechts danchen gesetzt wird., ks sei nun
beispiclsweige das Urtheil
V—a
- B
P4

— oder cin solehes, das , als besondern Fall enthilt —

durch X bezeichnet worden. Dann schreibe ich den Schluss so:

]
(x): ..I:::::..._

—a.
Hierbei ist es dem Leser iiberlassen, sich aus f—# und }—— 4
das Urtheil
l*-**l 4
—B

zusammenzusetzen und zuzuschen, ob es mit dem angefiihrten
Urtheile X stimmt.

Wenn beispielsweise das Urtheil §~——— B durch XX bezeielmet
isty 80 schreibe ich denselhen Schluss auch so:

t, 4
(XX) -k
1 4 .

Hievbei zeigt das doppelte Kolon an, dass hier auf andere Weise
als oben aus den heiden hingesehriebenen Urtheilen das dureh XX
nur angefitheie f—— # gebildet werden mitsse.

Witre noch etwa das Urtheil B—— I" dureh XXX bezeichnet
worden, so wilrde ich dic beiden Urtheile

-



f——— 4
-8
(XXX) I“‘ T
i 4
(XX) =
o —2n
noch ktirzer so schreiben:
i oA
-
I
(XX, XXX):: -
o .

In der Logik =zihit mau nach Aristotcles eine ganze Reihe
von Schiussarten auf; ich bediene mich nur dicser cinen —
wepigstens in allen Fillen, wo aus mehr alg cinem einzigen Ur-
theile ein neues abgeleitet wird ——, Man kann nimlich die Wahr-
heit, dic in einer andern Schlussart liegt, in cinem Urtheile aus-
sprechen in der Form: wenn M gilt, und wenn .V gilt, so gilt
auch A, in Zeichen:

l'-_; —A4
N |
—_— N .

Aus diesem Urtheile und — N und F—M folgt dann }—-.1

wie oben. S0 kann ein Schluss nach irgend eciner Schlussart

auf unsern Fall zuriickgefithrt werden. Da es somach miglich ist,
mit einer cinzigen Schlussweise auszukommen, so ist es ein Gebot
der Uehersichtlichkeit, dies auch zu thun. Hierzu kommt, dass
andernfalls auch kein Grund wire, bei den Avistotelischen Schluss-
weisen stehen zu bleiben, sondern dass man ins Unbestimmte
hinein immer noch newe hinzufiigen kénute: aus jedem in einer

Formel ausgedrtickten Urtheile in den $§ 13 bis 22 kannte cine

hesondere Schlussart gemacht werden.  Es soll mit dieser Be-

schrinkung wuf eine einzige Schlussweise jedoch leineswegs ein
bsyclologischer Satz  ausgesprochen werden, sondern nur vine

Formfruge in Sinue der grissten Zweckmissighkeil entschieden
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werden. Finige von den Urtheilen, die an die Stelle von Avisto-
telisehen Schlossarten treten, werden in § 22 No. 59, 62, €5
anfgefithrt weyden,

Dlie Verneinung,

§ 7. Wenn an der untern Seite des Inhaltsatriches ein klsiner
senkrechter Strich angebracht wird, so soll damit der Umstand
ausgedritekt werden, dass der Inhalt nicht stafifinde. 8o be-
deutet z. B,

i . 4
oA findet nicht statt’. Ich nenne diesen kleiven sonkrechten
Strich den Terncinungsstrich. Der rechts vom Verncinungsstriche
Lefindliche Theil des wagerechten Striches ist der Inhaltastrich von
-ty der links vom Verncinungsstriche befindliche Theil dagegen ist
der Inhaltsstrieh der Verneinung von 4. Ohne den Urtheilsstrich
wird hicr so wenig wic anderswo in der Begriffsschrift ein Urtheil
gefilit.

e A
fordert nur dazs auf, die Vorstellung su bilden, dass 4 nicht
stattfinde, ohne mnszudriicken, ob diese Vorstellung wahr sei

Wir betrachten jetst einige Félle, in denen die Zeichen der
Bedingtheit and der Verneinung mit einander verbunden sind.

t 4
—B
bedeutet: .der Fall, wo # zu bejaben und die Verneinung von .
70 verneinen ist, findet nickt statt*; mit andern Worten: .dic
Maoglichkeit beide, £ und 7, zu bejahen besteht nicht; oder ,4
und # schlicssen einander aus®. Es bleiben also nur folgende
drei Fille dbrig:
4 wird bejaht und & wird verneint;
4 wird verneint und B wird bejali;
4 wird verneint wnd B wird verneint.
Nach dem Yorhergehenden ist leicht anzugeben, welelhe Bedeu-
tung jeder der drei Theile des wagevechten Striches vor 4 hat.
Es bedeutet
. I A
B
Jder Fall. wo 4 verncint und die Verncinupg von B bejabt wird,
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besteht nicht“; oder - ,beide, 4 and /#, konnen nicht verneint
werden®, Ks bleiben nur folgende Moglichkeiten itbrig:

A wird bejabt und B wird bejaht;

A wird bejaht und B wird verneint;

A wird verneint und # wird bejaht.
.1 und B erschopfen zusammen die ganze Moglichkeit. Die Worter
yoder und ,entweder — oder® werden nun in zweifacher Weise

gebrancht:
w4 oler B¢

bedeutet crstens nur dasselbe wie
- A
also dass ausser 4 und # nichts denkbar ist. Z. B.: wemn cine
Gasmasse erwiirint wird, so vermebrt sich ihr Volumen oder ihre
Spannung. Zweitens vereinigt der Ansdruck
A oder B*

die Bedeutungen von
4

B

1

in sich, sodass also erstens ausser .4 und 4 kein Drittes mdglich
ist, und dass zweitens .4 und £ sich ausschliessen. Vou den
vier Mdglichkeiten bleiben dann ' nur die folgenden beiden be-
stehen:

_—E:; und von |

A wird bejaht und & wird verneint;
A wird verneint und £ wird bejaht,
Von den beiden Gebrauchsweisen des Ausdruckes ,4 oder
% ist die eratere, bei der das Zusammenbestehen von 4 und 5
nicht ausgeschlossen ist, die wichtigere, und wir werden das Worl
sodert in dieser Bedeutung gebrawchen. Vielleicht ist es an-
gemessen zwischen ,oder® und ,entweder —— oder den Unter-
schied su machen, dass nur das Letsztere die Nebenbedeutung des
sich gegonacitig Ausschliessens hat. Man kaun dann

itbersetzen durch ,d oder £*. Ebenso lat
R
I ¥ l”
v I
dic Bedeutung von ,.f oder # oder ™%
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o 4
Y
bedeutet:
l v A
.- -8

wird verneint®, oder ,der Fall, wo 4 und B heide bejaht werden,
tritt ein, 1ie deei Maglichkeiten, welche bei

— A

T
—p
bestehen blichen, sind dagegen ausgeschiossen. Demnach kann man
b4
Lv B
fihersetzen: Lbeide, A und 7, sind Thatsachen®.  Man sieht aueh
leieht, dass
[ 4
'’
r
davel .4 und B und F¢ wiedergegeben werden kann,  Will man

sentweder 4 oder #* mit der’ Nebenbedeutung des sich Aus-
A

gsehlicasens in Zeichen darstellen, so muss man | ' » und
[ "
} 2 ausdriieken. Dies giebt:
i

[ ‘ v 4 ‘i"T'r"‘ A

—# ader auch B

e A

TR —B-

Statt, wic hicr geschehen, das ,und® dwrch die Zeichen dev
Bedingtheit und der Vemeinung auszndriicken, kénnte man auch
umgekehrt die Bedingtheit dureh ein Zeichen fitr yund* und das
Zeichen der Verneinung dapstellen.  Man kinnte etwa

[ .

{4 .
als Zeichen fiir den Gesammtinhalt von /° wnd 4 einfithren
und dann
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A
— &

durch
’“T‘ A
R
wiedergeben, Ieh habe die andere Weise gewihlt, weil der
Schluss mir bei dieser einfacher ausgedritckt zu werden schien.
Der Uunterschied zwisehien ,und* nnd ,aber ist von der Art, dass
er in dieser Begriffaschrift nicht ausgedriickt wird, Der Sprechende
sebraneht ,uber, wenn e einen Wink geben will, dass das Fol-
gende von dem verschieden sei, was man zusiichst vermuthen
kinnte. ’
I
—f
bedeutet: ,von den vier Mdglichkeiten tritt die dritte, nitmlich dass
A4 verneint und # bejaht werde, ein.  Man kanu daher dbersetzen:
o0 und (aber) nicht 4 findet statt.
Ebenso kann man dic Zeichenverbindnng

bim 8
it
ibersetzen.
\, - &
R |

bedeutet: yder Fall, wo .4 und # beide verseint werden, tritt cin®
Man kann daher ttbersetzen:
pweder 4 noch 2 ist cine Thatsache.
Die Worter: ,oder, ,ud" .weder —noch kommen hier
selbstverstindlich nur insofern in Betracht, als sie beurtheilhure
Inhalte verbinden.

Die Inhaltsgleichheit.

§ 8. Die Inhaltsgleichheit unterscheidet sich dadurch von
der Bedingtheit und Verneivuug, dass sie sich anf Nawen, nicht
auf Inhalte besiebt, Wiikirend sonst die Zeichen lediglich Ver-
treter ihres Inhaltes sind, sodass; jede Verbinduug, in welche
sie treten, nur eine Beziehung ihrer Inhalte zum Ausdrucke bringt,
kelren sie plotzlich ibr eigues Selbst lervor, sobald asie durch
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das Zeichen der Inhaltsgleichheit verbanden werden; denn s wird
dadurch der Umstand  bezeichnet, dass zwei Namen  denselben
Inhalt haben,  So st denn wmit der Einfithrung cines Zeichens der
Inhaltsgleiehlicit nothwendig die Zwiespiltigkeit in der Bedentung
aller Zeichen gegeben. indem dieselben bald fitr ihren Inhalt, bald
fir gich selber stehem.  bier evweekt zuniichst den Anschein, als
ob es sich hier um etwas handle, was dem Awsdrucke allein, nicht
dem Deuken angehdre, und als ob man gar nicht verschicdener
Zeichen fiir densclben Inhalt und also anch keines Zeichens fiy
die Inhaltsgleichbeit bediirfe,  Um die Niehtigkeit dieses Scheines
klar zu legen, withle ich folgendes Beispiel aus der Geometric.
Auf einer Kreiglinie lege cin fester Punkt .f, um deu sich ein
strabl drelie. Wenn der Letztere einen Durchmesser bildet, nennen
wir das dem A entgegengesetzte Ende desselben den zu dieser Lage
gehivigen Punkt 2 Dann nennen wir ferner denjenigen Schnittpunkt
heider Linien den zn der jedesmaligen Lage des Strahles gehivigen
Punkt %, welcher sich aus der Regel ergiebt. dass stetigen Lagen-
inderungen des Strables imwer stetige Lagensinderungen von /7
entsprechen sollen.  Der Name 2 bedeutet also 8o lange etwas
Unbestimmtes, als noch nieht die zugehirige Lage des Strahles
angegeben ist.  Man kaun nun fragen: welcher Punkt gehirt der
Lage des Strahles an, in der er zum Durchmesser senkrecht steht?
Die Antwort wird sein: der Punkt 4. Der Nawe £ hat zlso in
diesem Falle denselben Inhalt wie der Name A; und doch kdunte
wan nicht von vornherein nur Einen Namen brauchen, weil erst
durch die Antwort die Rechtfertignng dafiir gegeben ist. Derselhe
Punkt ist in doppelter Weise bestimmt:

1) unwittelbar dureh die Anschawung,

2} als Punkt /%, weleher dem zum Durchmesser scukrechten

Strahle zugehdrt.

Jeder dieser beiden Bestimmungsweisen entspricht ein be-
gonderer Name. Die Nothwendigkeit eines Zeichens der Inhalts-
gleichheit berubt also anf Folgendem: derselbe Inhalt kann anf
verschicdene Weisen vollig bestimmt werden; dass aber in einem
besondern Falle durch zwei Bestimmungsweisen wirklich Dasselbe
gegeben werde, ist der Inhalt cines Urtheils, Bevor dies erfolgt
ist, mitssen den beiden Bestimmungsweisen entsprechend zwei ver-
schiedene Namen dem dadurch Bestimmten verliehen werden. Das
Urtheil aber bedari zu seinem Ausdrucke eines Zeichens der In-
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haltsgleichheit, welches jene beiden Nawmen verbindet,  Hieraus
geht hervor, dass die verschicdenen Namen fir denselben nhall
nieht immer blos eine gleichgiltige Fovumache sind. sondern dasg
sie dus Wesen der Sache aclbst betreffen, wenn sie wit vy
schiedenen Bestimmungsweisen zusammenhingen,  In diesem Falle
ist das Urtheil, welches die Iuhaltsgleichheit zim Gegenstande hat,
im kautischen Sinne eint syuthetisehes.  Ein mehr insserer Grind
zur Kinfthrang eines Zeichens der Inhaltsgleichheit liegt darin,
dass s guweilen zweckmilssig ist, an der Stelle eines weitlinfigen
Ausdrucks eine Abktirzung einzufiilhgen.  Dann hat man  die
Gleichheit des Tnhalts der Abkivzang und der  wrapringlichen
Forin auszndrileken,
s bedeute nun )
{0t :

das Zeichen A und dus Zeichen B haben denselben hegrifllichen
Inhalt, soduss mar itherall an die Stetle o A # setzen kann und
umgekehrt.

Die Function

§ 9. Denken wir den Umstand, dass Wasserstofigas leichter
als Koblensuregas ist, in unserer Formelsprache ausgedrickt, so
konnen wir an die Stelle des Zeichens filr Wasserstoffgns das
Zeichen fir Sauerstofizgas oder das fUr Stickstoffgus einsetzen.
Hierdurch indert sieh der Sinn in dor Weiso, dass ,Sanerstofigas®
oder ,Stickstoffgas® in dic Beziehungen cintritt, in denen zuvor
»Wasserstofigas® stand. Indem wman einen Ausdruck in dieser
Weise veriuderlich deukt, zerfullt dersclbe in cinen bleibenden
Bestandtheil, der die Gesamrutheit der Bezichungen darstellt, nnd
in das Zeichen, welches durch andere ersetzbar gedacht wivd, und
welches den Gegenstand bedeutet, der in diesen Bezichungen sich
befindet. Den ersteren Bestandtheil peupe ich Funetion, den
letateren ibr Argument. Diesc Unterscheidung hat mit dem be-
grifitichen Iuhalte nichts zu thun, sondern ist allein Sache der
Auffassung. Withrend in der vorhin angedeuteten Betrachtungs-
weise ,Wasserstoffgas® das Argument, ,leichter als Kohlensiuregas
zu sein® die Function war, kounen wir denselben begrifflichen
Inhalt auch in der Weise auffassen, dass ,Kohlensiuregas® Ar-
guent, yschwerer als Wasserstoffgas zu sein® Function wivd, Wir
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brauchen dann uar ,Kohlensiuregas® durch andere Vorstellungen,
wie ,Salzsduregas®,  Ammoniakgas® ersetzbar zu denken.
pler Umstand, dass Kohlensiiuregas scliwerer als Wasserstofi-
gos iat*
und
~der Umstand. dass Kohlensfiuregas schwerer als Sauerstoff-
gas st
sind dicselbe Function mit versehiedenen Argumenten, wenn man
pWasserstoffigas® und Saucrstofigas” als Argumente betrachtet;
siv sind dagegen verschiedene Functionen desselben Arguments,
wenn man ,Kohlensiiuregas® als dieses ansieht,

Es diene noch als Beispiel ,der Umstand, dass der Massen-
wittelpunkt des Sonnensystems keine Beschleunigung hat, falls
vur innere Krifte im Sonnensysteme wirken®, Hier kommt ,Sonnen-
system” an zwei Stellen vor. Wir konnen dies daher in ver-
sehiedener Weise als Function des Argumentes ,Sonnensystem®
auffassen, jenachdewn wir .Sonnensysiem® an der ersten oder an
der zweiten oder an beiden Stellen durch Anderes — jm letzten
Falle aber beide Male dureh Dasselbe — ersetzbar denken. Diese
drei Functionen sind simmtlich verschieden. Dasselbe zeigt der
Satz, dass Cato den Cato tddtete. Wenn wir hier ,Cato” an der
ersten Stelie ersetzbar denken, so ist ,den Cato zu todten die
Funetion; denken wir ,Cato an der zweiten Stelle ersetzbar, so
ist ,von Cato getodtet zu werden” die Function; denken wir
endlich ,,Cato” an beiden Stellen ersetzbar, so ist ,sich selbst zu
todten die Function.

Wir drticken jetzt die Sache allgemein aus:

Wenn in einem Ausdrucké, dessen Inhalt nicht beurtheilbar
zu sein braucht, ein einfuches oder zusammengeselzies Zeichen an
ciner oder an mehren Stellen vorkommt, und wir denken es an
allen oder einigen dieser Stellen durch Anderes, tibercll aber durch
Dusselbe ersetzbar, so nennen wir den hierbei unverinderlich er-
scheinenden Theil des Ausdruckes Function, den ersetzburen ihr
Argument,

Da demnach etwas als Argument und zugleich an solchen
Stellen in der Function vorkommen kann, wo es nicht ersetzbar
gedacht wird, so unterscheiden wir in der Fuaction die Arguments-
stellen von den ilbrigen. :
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ks mdge hier vor eincr THuschung gewarnt werden, zu
welcher der Sprachgebrauch leicht Veranlassung giebt. Wenn
man die beiden Sitze:

pdie Zahl 20 ist als Summe von vier Quadratzahlen darstellbar
und

pjede positive ganze Zahl ist sls Summe von vier Quadrat-

zahlen darstellbar®
vergleicht, so scheint es mdglich zu sein, ,als Summe von vier
Quadratzahlen darstelibar zu sein” als Function aufzufassen, die
einmal als Argument ,dic Zahl 20% das andre Mal ,jede positive
ganze Zahl® hat Die Irrigkeit dieser Auffassung erkennt man
durch dic Bemerkung, dass .die Zahl 20% und jede positive
ganze Zshl* nicht Begriffe gleichen Ranges sind. Was von der
Zahl 20 ausgesagt wird, kani nicht in demselben Sinne von ,jede
positive ganze Zahl, allerdings aber unter Umstinden von jeder
positiven ganzen Zahl ausgesagt werden. Der Ausdruck ,jede
positive ganze Zahl” giebt nieht wie ,die Zahl 20% fur sich allein
eine selbstindige Vorstellung, sondern bekommt erst durch den
Zusammenhang des Satzes einen Sinn,

Fir uns haben die verschiedenen Weisen, wie derselbe be-
griffliche Inhalt als Function dieses oder jenes Arguwents auf
gefasst werden kanmn, keine Wichtigkeit, solange Function und
Avgument vollig bestimmt sind. Wenn aber das Argument un-
bestimmt wird wie in dem Utrtheile: ,du kannst als Argument fitr
apdls Summe von vier Quadratzahlen darstellbar zn sein““ cine
beliebige positive ganze Zahl nehmen: der Satz bleibt immer
richtig", so gewinnt die Unterscheidung von Function und Argu-
ment eine inhaltliche Bedentung. Es kann auch umgekehrt das
Argument bestimmt, die Function aber unbestimmt sein. In beiden
Fillen wird durch den Gegensatz des Bestimmien und Unbestimmien
oder des mehr und minder Bestimmten das Ganze dem Inhalte
nach und nicht nur in der Auffassung in Function und Argument
zerlegt.

Wenn man in einer Function ein bis dahin als unersetzbar
angesehenes Zeichen®) an einigen oder allen Stellen, wo es vor-
kommt, ersetzbar denkt, so erhdlt mun durch diese Auffassungs-

*) Es kann auch ein schon vorher ersetzbar
solchen Stellen, wo es bisher als bleibend ange
falls uls ersetzbar aufgefasst werden.

Frege, Formeispruche.
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weise eine Function, die qusser den hisherigen noch ein Argument
hat. Auf diese Weise entstehen Functionen ven zwei und mehy
drgumenten. So kann z B. ,der Umstand, dass Wasserstoffgas
leichier als Kohlensturegas ist“ als Function der beiden Argumente
nWasserstofigas und ,Kolilensiuregas® aufgefasst werden.

Das Subject ist in dem Sinne des Sprechenden gewdhulich
das hauptstichliche Argument; das niichst wichtige erscheint oft
als Objeet, Die Sprache hat durch die Wahl zwischen Formen
und Wortern. wie
Activam — Passivum,
schwerer — leichter,

geben -— empfangen
die Freiheit, nach Belichen diesen oder jencn Bestandtheil des
Satzes als hauptaiichliches Argument erscheinen zu lassen, oine
Freiheit. die jedoch durch den Mangel an Wortern beschriinkt ist.

§ 10 Um eine unhestimmie Function des Argumentes A aus-
zudriicken, lassen wir A in Klammern cingeschlossen auf einen
Buchstaben folgen, u. B.:

.

& (4.
Ebenso bedeutet
¥ (4, B)
eine Function der beiden Argumente A und B, die nicht niiher
bestinant ist,  Hierbei vertreten die Stellen von A und B in der
Klammer die Stellen, welche A wnd B in der Function einnehmen,
cinerlei ob dies einzclne, oder fiir 4 sowohl wie fir # mehre sind.
Daher ist
P (4, B) von ¥ (B, A)
im Allgemeinen verschieden.
Diesem entsprechend werden unbestimmte Functionen mehrer
Argumente ausgedriickt.

Man kann e N}
lesen: 4 hat die Bigenschaft &
I w4 B

mag itbersetzt werden durch .2 stehi in der P-Beziehung wu 4%
oder & ist Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens ¥ auf den
Gegenstand 4“.
Da in dem Ausdrucke
& (4)

das Zeichen @ au ciner Stelle vorkomnmut, und da wir es durch
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andere Zeichen ¥. X ever'zt denken kdnnen — wodurch dann
andere Functionen des Argumentes 4 ausgedriickt wirden —,
co kann man D (A) als eine Function des Argumentes & auf-
fassen. Man sicht hieran besonders klar. dass der Funetions-
begrit der Aualysis, dem ich mich im Allgemeinen angeschlossen
habe, weit beschrnkter ist ala der hler entwickelte.

Die Alligemeinheit.

§ 11. In dem Aunsdrucke eines Urtheils kann man die rechts
von |—— stehende Verbindung von Zeichen immer als Function
eines der darin vorkommenden Zeichen anschen. Selzt men an
die Stelle dieses Argumentes einen dewtschen Buchstaben, und
giebt man dem Inhaltsstriche eine Hohlung, in der dieser selbe
Buchstabe steht, wie in

i (),

so bedewtet dies das Urtheil, dass jene Function eine Thatsache
sei, was man auch als ihr Argument ansehen mige. Da ein als
Functionsseichen wie @ in & (4) gebrauchter Buchstabe selbat als
Argument einer Function angesehen werden kann, so kann an die
Stelle desselben in dem Sinne, der ehen festgesetzt ist, ein
deuntscher Buchatabe treten. Die Bedeutung eines deutschen Buch-
staben ist nur den selbstverstindlichen Beschrinkungen unter-
worfen, dass dabei die Beurtheilbarkeit (§ 2) einer auf einen
Inhaltsstrich folgenden Zeichenverbindung unberiihrt bleiben muss,
und dass, wenn der deutsche Buchstabe als Functionszeichen auf-
tritt, diesem Umstande Rechnung getragen werde. Alle ibrigen
Bedingungen, denen das untermorfen sein muss, was an die Stelle
eines deutschen Buchstaben gesetzt werden darf, sind in das Ur-
theil aufzunehmen. Aus einem solchen Urtheile kann man daher
immer eine heliebige Menge von Urtheilen mit weniger allgemeinem
Inhalte herleiten, indem man jedes Mal an die Stelle des deutschen
Buchstahen etwas Anderes einsetzt, wobei dann die Hohlung im
Inhaltsstriche wiedor verschwindet. Der limks von der Hohlung
befindliche wagerechte Strich in

—&— @)

ist der Inhaltsatrich dafir, dass & (8) gelte, was man auch an die
Stelle von @ setzen mige, der rechis von dei Hohlung befindliche
2
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ist der Inhaltsstrich von & (a). wobei an die Stelle von a etwas
Bestimmtes eingesetsat gedacht werden muss.

Nach dem, wag oben dber die Bedeutung des Urtheilastriches
gesagt worden, ist leicht zu sehen, was ein Ausdruck wie

X

bedeutet. Dieser kann als Theil in ecinem Urtheile vorkommen
wie '
I 4
LS X
R {m .

Es ist einleuchtend, dass man aus diesen Urtheilen nieht wie aus

SRR )
durch Einsetzen vou etwas Bestimmten an die Stelle von q weniger
aligemeine Urtheile ableiten kann. Durch P B X () wird
verneint, dass X (a) immer cine Thatsache sei , Was man anch an
die Stelle von a setzen moge. Hiermit ist keineswegs gelengnet,
dass man fdr a eine Bedeutung 4 angeben kamne, sodass X (4)
eiue 'Thatsache sei.
' | B
-2 ¥

bedentet, dass der Fall, wo —2— A(a) bejaht und A verneint
wird, unicht eintritt, Hiermit st abex keincswegs verneint, dass
der Fall, wo X(4) bejabt und A verneint wird, eintrete; denn,
wie wir eben sahen, kann X(4) bejaht und doch —2 .- X(a) ver-
neint werden. Also auch hier kann man nicht etwas Beliebiges
an die Stelle von a setzen, ohue die Richtigkeit des Urthells zu
gefilrden. Dies erklivt, weshalb die Hohlung mit dem hinein-
geschriebenen deutschen Buchstaben nothig ist: sie grenut das
Gebiet ab, auf weiches sich die durch den Buchstaben bezeich-
nele Allgemeinheit bezieht. Nur innerhalb seines Gebietes hdlt
der deutsche Buchstabe seine Bedeutung fest; in einem Uttheile
kaun derselbe dentsche Buchstabe in verschiodenen Gebieten vor-
kommen, ohne dass die Bedeutung, die man ihm etwa in dem
cinen beilegt, sich anf die ibrigen mitersireckt. Das Gebiet eines

deutschen Buchstaben kann das eines andern einschliessen, wie
das Beispiel
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|—£{———- A(0)
—~L—n(a, ¢
zeigt. In dicsem Falle milssen sie verschieden gewshlt werden;
man diirfte nicht statt ¢ a sotzen. Es ist natiirlich gestattet,'einen
deutschen Buchstaben {iberall in ‘seinem Gebiete durch cinen be-
gtimmten andern zu ersetzen, wenn nur an Stellen, wo vorher
verschiedenc Buchstaben standen, aueh nachher verschiedene atehen.
Dies ist ohne Binfluss auf den Inhalt. dndere Ersetzungen sind
nur donn erlaubt, wenn die Hohlung wunmittelbar auf den Ur-
thellsstrich folgt, sodass der Inhalt des ganzen Urtheils das Gebiet
des dentschen Buchstaben ausmacht, Weil dieser Fall demnach
ein ausgezeichneter ist, will ich fitr ihn folgende Abkirzung ein-
fithren. Ein lateinischer Bichstabe habe als Gebiet immer den
Inhalt des ganzen Urtheils, ohnc dass dies durch eine Hohlung
im Inhaltsstrich bezeichnet wird. Wenn *ein latcinischer Buchstabe
in ecinem Ausdrucke vorkommt, dem kein Urtheilsstrich vorher
geht, so ist dicser Ausdvuck sinnles, Ein lateinischer Buchstabe
darf immer durch einen deutschen, der noch nicht im Urtheile
vorkommt, ersetzt werden, wobel die Hohlung unmittelbar nach
dem Urtheilsstriche anzubringen ist. %. B. kann man statt
b-—X(@
setzen
& .X(,
wenn ¢ nur an den Argumentsstellen in X (@) vorkowmt,
Auch ist einlevchiend, dass man aus

F— 2 )
L

ableiten kann

IR (1))
- - 4.
wenn A ein Ausdruck ist, in welchem a nicht vorkommt, und
wenn a in P (@) nur an den Argumentsstellen steht.  Wemn
~& _ &(a) verncint wird, so muss man eine Bedeutung fir @ an-
geben kdnnen, sodass @ (a) verneint wird. Wenn also — 2. —d (1)
verneint und . bejaht wirde, so miisste man ecine Bedeutung fir
¢ angeben kinnen, sodass 4 bejaht und & (@) verneint wiirde.
Dies kann man aber wegen
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1 @
A
nicht; denn dies bedeutet, dass, was anch a gein mige, der Fall, -
wo @(a) verucint und 4 bejaht wiirde, ansgeschlossen sei. Daher
kann man nieht -2 . @ () verneinen und 4 bejahen; d, b

t -1l @)
4.
Ebenso kann man aus

by - 2@
L
folgern

——3 b (a)
4
CR.
wenn @ in 4 und 7 nicht vorkommt und @ (¢) nur an den Argu-

inentsstellen « enthdtlt,  Dieser Fall kann auf den vorigen zuriick-
gefithrt werden, da man statt

A X7

setzen und

wieder in

I, ¢ @@
- -4
B

verwandeln kann,  Achnliches gilt. wenn noch mehy Bedingungs-
striche vorhanden sind.

§ 12. Wir betrachten jetzt einige Verbindungen von Zeichen.
- & — X
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bedentet, dass man etwas, z. B. 4, finden kiinne. sodass X(A4) ver-
neint werde. Man kann daher tibersetzen: ,es gicbt einige Dinge,
die nicht die Eigenschaft X haben."

Hiervon abweichend ist der Sinn von

X
Dies bedeutet: .was auch a sein mag. X(a) ist immer zu ver-
neinen®, oder: .ctwas, was die Eigenschaft X habe, giebt es nicht®;
oder. wenn wir etwas, was die Bigenschaft X hat. cin X nennen:
«e8 giebt kein X,

—& . A(8) wird verneint durch

e a e
' [l A(G) .
Man kann es daher iibersetzén: ,es giebt A'8.%)
-4 —P@)
- X(a)

bedeutet: .. was man auch an die Stelle von a setzen moge, der
Fall, dass P(a) verncint und X(a) bejaht werden musste. kommt
nicht vor', Da ist es also mBglich, dass bei cinigen Bedeutungen,
dic man dem a geben kaun.
P(a) za bejahen und X(a) zu bejshen, bei andern
P(a) zu bejaben und X(a) zu verneinen, bei noch andern
P) zu verneinen und X () zu verneinen wire,
Man kann daher ubersetzen: ,wenn etwas die Eigenschaft X hat,
g0 hat es auch die Eigenschaft P*, oder ,.jedes X ist ein P,
oder .alle X's sind Ps"
Dies ist die Art, wie ursdchliche Zusammenhdnge ausgedriickt
werden. )
|——-£‘,TT P(a)
— ¥(a)
bedeutet: ,dem a kann keine solche Bedeutung gegeben werden,
dass P(a) und .%F(a) beide bejaht werden konnten”. Man kann

*) Dies Ist sv %u verstehen, dass es den Fall ,es giebt ein 4+ mit-
umfasst. Wonp z. B. 4(x) den Unistand bedeutet, dass 2 ein Haus ist,
8o heisst

fr2 A1)
wes giebt Hiuser oder mindestens Ein Haus. Vgl §2, Aom. 2,
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daher dbersetzen: .was dio Eigenschaft % hat, hat nicht die
Eigenschaft P, oder .kein ¥ ist ofn P,

l—.—&T— P(a)
— Afa)
verneint -—ffr P@) und kann daher wiedergegeben werden

-AQ)
durch: .cinige A's sind nicht Ps*,

H&‘—,— Pa)
=M@
leugnet. dass kein M cin P gei, und bedeutet daher: . einige)
Mg sind Py oder: .es ist moglich, dass ein M cin P sei
So ergiebt sich die Tafel der logischen Gegensiitze:

o a
'“"*"T P oty T }‘ P
— X - X{a)
8 . 8
u % » .\é’\ u
b “ b\o‘ b
a b\ a
1 i
?,
-t > . t
e 5 g e
r ot (}‘;’e r
n © ¢ 1
"l""g‘" 3 P(ﬁ) contrir 'Tif" l'(ﬂ)
— X(a) — X(a)

. M) Das Wort .einige« ist hier fmmer 8o »u verstohen, dass es den
Fall Lein= mit uwfasst.  Weithinfiger wiivde wan sagen: . cinige oder
windostens doch ein =,



I1. Darstellung und Ableitung einiger Urtheile
des reinen Denkens.

§ 13. Einige Grundsitze des Denkens sind schon im ersten
Abschnitte herangezogen worden. um in Regeln fiir die Anwendung
unserer Zeichen verwandelt zu werden. Dicse Regeln und die
Gesetze, deren Abbilder sie sind, kénnen in der Begriffaschrift
deshalb nicht ausgedrtickt werden, weil sie ihr zu Grunde liegen.
In diesem Abschuitte sollen nun einige Urtheile des reinen Denkens,
bei denen dies mdglich ist, in Zeichen dargestellt werden. Es liegt
nahe, die zusammengesetsteren dieser Urtheile aus einfacheren
abzuleiten, uicht um sie gewisser zu machen, was meistens un-
ndthig wiire, sondern um die Bezishungen der Urtheile zu einander
hervortreten zu lasgen. Es ist offonbar nicht dasselbe, ob man blos
die Gesetze kennt, oder ob man auch weiss, ‘wic die einen durch
die andern schon mitgegeben sind. Auf diese Weise gelangt man zu
ciner kleinen Anzahl von Gesetzon, in welchen, wenn man die
in den Regeln enthaltenen hinzanimmt, der Inhalt aller, obschon
unentwickelt, eingeschlossen ist. Und auch dies ist ein Nutzen der
ableitenden Darstellungsweise, dass sie jenen Kern kennen lehrt.
Da man bei der uniiberschbaren Menge der aufstelibaren Gesetze
vicht alle aufzihlen kann, so ist Vollstindigkeit nicht anders als
durch Aufsuchung derver zu erreichen, die der Krasl nach alle in
sich schliessen. Nun muss freilich zugestanden werden, dass die
Zurtickfhrung nieht nur in dieser einen Weise moglich ist. Daher
werden durch eine solche Darstellungsweise nicht alle Besiehungen
der Gesetze des Denkens kiar gelegt. Es pgiebt vielleicht noch
cine andere Reihe von Urtheilen, aus denen ebenfalls, wit Hiu-
zunahme der in den Regeln enthaltencn, alle Denkgesetze ab-
geleitet werden konnen. Immerhin st mit der hier gegebenen
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Zurtickfithrungsweise cine solche Menge von Beziehungen dargelegt,
dass jede andere Ableitung schr dadurek erleichtert wird.

Die Zahl der Sitze. die v der folgenden Darstellang den
Kern bilden, ist neun. Von diesen beddrfen drei, die Formeln 1.
2 und 8. zu iirem Ausdrucke, abgesehen von Buchstaben, nur des
Zoichens der Bedingtheit; drei, die Formeln 28, 31 und 41, ent-
halten dazu noch das Zeichen der Verneinung. zwei, die Formeln
52 und 54, das der Inhaltsgleichleit, und in einem, Formel 58,
kommt dic Tishlung des inhaltsstriches sur Verwendung.

Dic folgende Ableitung wiirde den Leser ermitden, wollte er
sic in allen Einzelheiten vorfolgen; sie hat nur den Zweck, die

Antwort fir jede Frage tiber die Abfolge eines Gesetszes bereit
zu halten,

§ 14. [

a (1.
besagt: .der Fall, wo a verneint, b bejaht und @ bejaht wird, ist
ausgeschlossen”.  Dies leuchtet ein, da @ nicht zugleich verneint
und bejaht werden kann. Man kann das Urtheil auch so in
Worien ausdriicken: ,wenn cin Satz « gilt, so gilt er auch, falls
ein belicbiger Satz & gilt“. Ks bedeute z.B. a den Satz, dass die
Summe der Winkel im Direiecke ABC zwei Rechte hetrage;

O den Satz, dass der Winkel 4#C ein Rechter sei.
Dann erhalten wir das Urtheil; ,wenn die Summe der Winkel
im Drefecke .4 5¢° zwei Rechte betriigt, so gilt dies auch fir den
Fall, dass der Winkel 4#C ein Rechter ist<.
Die 1 rechts vos p————a ist dic Nummer dieser Formel,

i

. b
: a

— a

: -

e b

L=

Rt 14

b

, —¢ 2.

bedeutet: .der Fall wo
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verneint und

———— g
—

e €

bejaht wird, findet nicht statt”,

s

N &
i b
‘ c

bedeuntet aber den Umstand. dass der Fall, wo @ verncint, b bejaht,
und ¢ bejaht wird, ausgeschlossen sei. Die Verneinung von

sagt, dass ———a verncint und -—— & bejaht werde. Die Ver-

e L

neinung von ~— @ aber bedeutet, dass a4 verneint, ¢ bejaht
i
l—e¢

werde. Die Yerneinung von

“.a
L
N
e
bedeutet also, dass a verneint, ¢ bejaht, ——--b bejalit werde.
—¢
Die Bejahung von ———b und ¢ zicht aber dic Bejahung von

S
b nach sich, Daher hat die Vernelnung von
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- a
L

b
—¢

die Verncinung von @ und dic Bejahung von & und wvon ¢ zur
Folge. Dicsen Pall schlicsst die Bejahung von

——a

L

—c

grade aus. [s kann also der Fall, wo
P @
—
L ¢
_p
verneint und
— T_a
-— b
¢

bejaht wird, nieht stattfinden, und dies behauptet das Urtheil

V-
—C
—b
e
- a8
s
C.

Fir den Fall. dass ursiichliche Verkniipfungen vorliegen, kaun
man dies auch so ausdrficken:

swenn ein Saty (a) die nothwendige Folge von zwei Sitzen

—————
]
(bund ¢) st ( " !_b ), und wenn der eine von ihnen b)
: ¢

wieder die nothwendige Folge des andern {c) ist, so ist der
Satz (@) die nothwendige Folge dieses lotaten (c) allein.
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KEg bedeute z. RB.
¢. dasg in einer Zahtenreihe Z jedes nachfolgende Glied grosser
als das vorangelende sei;
b, dass ein Glied M grossor als el
@, dass das Glied N grisser als L gei.
Daun erhalten wir folgendes Urtheil:
wwenn aus den Sitzen, dass in der Zahlenreihe Z jedes fol-
gende Glied grésser als das vorangehende ist, und dass das
Glied A grosser als L ist, geachlossen werden kann. dass
das Glied ¥ groszer als L ist, und wenn aus dem Satze, dass
in der Zahlenreihe Z jedes nachfolgende Glied grosser als
das vorangehende ist. folgt, dass M grdsser als L ist, so kamn
der Satz, dass ¥ groeser als L ist, ans dem Satze geschlossen
werden, dass jedes nachfolgende Glied in der Zahlenreihe Z
griosser als das vorangehende ist*.

§ 15 I —a

2 e £

—

e

a

L »

[
(1): e e
al—- a e it
b, .
T R b
| y I
s ] E ————
—-b 1 LJJ
¢ A S
oo -

-b b (3.

Die 2 links bedeutet, dass rechts davon die Formel (2) steht.
Der Schiuss, welcher don Uebergang von (2) und (1) zu (3) be-
wirkt, ist nach § 6 abgekilvzt ausgedriickt. Ausfubrlich wirde
er 50 geschricben werden:



(3.

Um nun den Sats (1) in der verwickelteren Gestalt, in der
er hier erscheint, leichter erkennbar zu machen, dient die kleine
Tabelle unter der 1. Sie besagt, dass man in j— —a

-

ey 1
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(2) :

b
L T~

o

b , a

c a
I_h
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‘i,, a
e
b
e O
o a
Lo
c
e a
|5
( 1 @
¢
b
¢
.
! l_._b
L e
a
s
s -
A N
i
i . ,I
5 —c
Lo
l --b
({2
l b
RSN
M — a
‘»-“b (4.

Die Tabelle unter der (2) bedeutet, dass man in

i oy @
i ol
e

L.
__[__L» a

~

an die Stellen von ¢, b, ¢ die rechts
davon stehenden Awsdriicke setzen
mige, wodurch man erhilt
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b

e
(R

. Ce
; o
Lop
f-a
b
—

i .«
b
BRI
: .
- b
¢

; b
I S

e g
L,
Man sieht leicht, wie hieraus und sus (3) (4) folgt.
[ S g
, [ A —
, L R
l

Loe
a

1/

|

(1):: e

@ a t Ty e
ble i {

(5.
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Die Bedcutung des doppelten Kolon st in § 6 erklart.
Beispiel zn (5), Es sei
@ der Umstand, dass das Sttck Wisen & magnetisch werde;
b der Umstand, duss durch den Draht 7 ein  galvanischer
Strom fliesse;
¢ der Umstand. dass der Schlgssel 7' niedergedritckt werde,
Wir evhalten dann das Urtheil:
wwem der Satz gilt, dass £ magnetisch wird, sobald dureh #
ein galvanischer Strom fliesst;
wenn ferner der Sats gilt, dass ein galvanischer Strom durch
D fliesst, sobald T niedergedritckt wird:
80 wird £ maguetisch, wenn 7' niedergedriickt wird.
Man kann (5) bei Voraué«setzuug ursiichlicher Zusammenhinge
to ausdriicken:
swenn b eine hinreiehende Bedingung fir @, wemn ¢ eine

hinreichende Bedingung fiir b ist, so ist ¢ eine hinreichende
Bedingung fdr a.

5

(6.

Frege, Formelsprache,
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|~ e g

b I l .
Py

I —¢

-—-~—-—-}—.:—»-a

‘b

(6) e
al o« [ e e
' . ¢ : l , —¢

| ——d

b~ ; )
¢ i —

¢ a ' - d
b - ~g

b 2

Dieser Satz unterscheidet sich von (5) nor dadurch, dass an die
Stelle der einen Bedingung, ¢, zwei, ¢ und. d, getreten sind,

Beispiel zu (7). Es bedeute

d den Umstand, dass der Kolben K einer Luftpumpe von seiner
dussersten Lage links in geine fiusserste Lage rechts bewegt werde ;

¢ denUmstand, dass der Haho H in der Stellung I siel) befinde;

b den Umstand, dags dje Dichtigkeit D der Luft im Reci-
pienten der Luftpumpe auf die Hilfte gebracht werde;

@ den Umstand, dass die Hohe H des 8tandes eines mit dem
Raume des Recipienten in Verbindung stehenden Barometers auf
die Hilfte herabsinke.

Dann erhalten wir das Urtheil :

»wenn der Safs gilt, dass die Hohe H des Barometer-
standes auf die Hilfte herabginkt, sobald die Dichtigkeit D der
Luft auf die Halfte gebracht wird;

wenn ferner der Satz gilt, dass die Luftdichtigkeit D auf
die Hulfte gzebracht wird, wenn der Kolben K aus der #usser-
sten Lage links in die dusserste Lage rechts bewegt wird, und
wenn der Haln H sich in der Stellung I befindet:

8o folgt,
dass dic Hohe H des Barometerstandes auf die Hilfte herab-
sinkt, wemn dor Kolben K aus der Hussersten Lage links in
die iusserste Lage rechis bewegt wird, wihrend der Hahn H
sich in der Stellung I befindet®,
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bedeutet dasselbe,
Fall, wo -mé—«T--a verneint und

=

e
&

-
L

35

(8.

bedeutet, dass der Fall, wo a verneint, b und d
aber bejaht werden, nicht stattfinde:

und (8) sagt, dass der

a

bejaht werde, ausgeschliossen sei. Dies kann auch 80 ausgesprochen
werden: , wenn ein Satz die Folge von zwei Bedingungen ist, so
ist deren Reihenfolge gleichgiltig™,

8):
a a
|
b b
—c
d e
|

Dieser Sats unterscheidet sich nar unwesentlich von (5).

|———;—,—a

f ]—~C
!

Lo

3¢

(9.
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alb " ;
b e i I . e

9) :

(10,

clh l

L.

Diese Formel kann man so fibersetzen
oder nicht ¢ stattfinde,

(11,

nwenn der Satz, dass &

eine hinreichende Bedingung fur « jat,

80 ist & allein eine hinreichende Bedinguug fur a.
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(12.

Die Bitze (12) bis (17) und (22) zeigen, wie bei mehren

Bedingungen die Reihenfolge abgedndert werden kann.
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Dieser Satz ist von {7.) nur unwesentlich verschicden,
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Man kann nicht (zugleich) @ bejahen und @ verneinen
§ 17. '——“rrb
—
—b (28.
bedeutet: ,der Fall, wo  , b verneint und ], ¢ bejaht wird,
- b
@
findet nicht statt”. Die Verneinung von -~—|—.~b bedeutet, dass
——a bejaht und —-b verncint wird; d.h. dass « verneint und
U bejaht wird, Dieser Fall wird durch |, @ ausgeschlossen.
b

Dieses Urtheil begriindet den Uebergang vom modus ponens zum
modus tollens. Es bedeute . B.
b den Satz, dass der Mensch M lehe;
a den Satz, dass M athme,
Dann haben wir das Urtheil:
pwenn aus dem Umstande, dass M lebt, sein Athmen geschlos-
sen werden kann, so kann aus dem Umstande, dass er nicht
athmet, sein Tod geschlossen werden. .
28 - ;4 b
| -a
&
b

¢ (29.
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Wenn 4 und ¢ hinreichende Bedingungen flir @ sind, so kann
aus der Verneinung von @ und der Bejahung der einen Bedingung
(¢) die Verneinung der andern Bedingung geschlossen werden,

29
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(30,

{31,

i@ bedeutet dio Verneinung der Verneinung, mithin die Bejahung
von a. Es kann also nicht ¢ verneint und (zugleich) —+a bejaht
werden, Duplex negatio affirmat. Die Verneinung der Verneinung

ist Bejahung.
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Wemn das Eintreton des Umstandes ¢ beim Wegfall des Hinderungs-
grundes b das Stattfinden von @ zur Folge hat, so kaun aus dem
Nichistattfinden von @ beim Eintreten von ¢ auf das Kintreten des
Hinderungsgrundes b geschiossen werden.
34 |——{-—— --[— b
—-a
——
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Der Fall. wo b verneint, | -« bejaht und « bejaht wird, tritt nicht
ein. Man kamn dics so aussprechen: ,wenn « eintritt, so findet
eins von beiden, « oder b, statt,”
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Wenn ¢ die nothwendige Folge davon ist, dass b oder ¢ ein-

tritt, so ist ¢ die nothwendige Folge von ¢ allein. Es bedente z. B.
# den Umstand, dass der erste Factor eines Products P 0 wird;
¢ den Uwstand, dass der zweite Factor von P 0 wird;
& den Umstand, dass das Product I 0 wird.

Dann haben wir das Urtheil:
swenn das Product P 0O wird, falls der erste oder der zweite
Factor 0 wird, so kann aus dem Verschwinden des zweiten
Factors das Verschwinden des Productes geschlossen werden®
36 }‘—‘—-—‘r—‘“b
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§ 19, Pywa
e g (41,
Die Bejahung von 4 verneint die Verneinung von a.
21 Y——ua
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(41):
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b ‘ J a | a
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l—-a (43-

Wenn nur dic Wahl swischen @ und @ ist, s0 findet @ statt.
Man hat 2. B. zwei Fille zn unterscheiden, welche die ganze
Moglichkeit erschopfen. Indem man den ersten verfolgt, gelangt
man zo dem Ergebnisse, dass « statifindet; desgleichen, wenn man
den zweiten verfolgt. Dann gilt der Satz a.
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Wenn « gilt, sowohl falls ¢ eintritt, als aunch falls ¢ nieht cin-
tritt, no gilt @ Bin aoderer Ausdruck ist: .wenn ¢ oder ¢
cintritt, und wenn das Eintreten von ¢ « zur nothwendigen Folge

hat, so findet @ statt.”

1 | - -u
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a-_la
a

1

e (47.
Man kann diescn Sats so aussprechen: ,wenn sowobl ¢ als auch
b eiue hinreichende Bedingung fir @ ist, und wenn b oder ¢
stattfindet, so gilt der Satz a“ Dieses Urtheil wird angewendet,
wo bei einem Beweise zwei Fille zu unterscheiden sind. Wo
mehre Falle vorkommen, kann man immer auf swei suritckgehen,
indem man ecinen von den Fillen als den ersten, die Gesammtheit
der dbrigen als den zweiten Fall ansieht. Den letzteren kaumn
man wieder in zwei Fille zerlegen und hiermit so lange fortfahren,
als noch Zerlegungen moglich sind.
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Wenn ¢ eine hinrcichende Bedingung daftie ist, dass & oder ¢
stattfindet. nnd wenn sowoll & als auech ¢ eine hinreichende
Bedinguny fitr @ ist, so ist @ cine hinveichende Bedingung {iie o,
Fin Beigpiel der Anwendung bietet die Ableitnng ven Formel (101),

17 S e
: Cen
L
ioa
b l ’}
. | b
<€
(12): e
| b
—e B
' a } ‘ - b
H b . P73
d '»]——«b L‘C
I._‘_c e I I)
- t49.
(17)
L Tt
) I R
cl--——a { \ ’ i€
. l Lo ! a
-
d ~|—-b et
e —¢ (50
(18} :

v Frege, Formelsprache. 4



50

al a4
S
b I
? 0 R I
g€ ; | V
R A
! X ] oo 1.;,. a
¢ - a ! td
Lo i -
1 L.,
- d {5t
§ 20, b -~ - rid)
i Lr©
{cd} 2.

Der Fall, wo der Inhalt von ¢ gleich dom Inhalt von 4 ist, wo

[ (¢} bejaht und f(d) verneint wird, findet nicht statt.

Dieser

Satz dviickt aus, dass man fiberall statt ¢ d setaen kdnne, wenn
¢ -digt. In f(c) kann ¢ auch an andern als den Arguments-
stellen vorkommen. Daher kann ¢ auch noch in /(@) enthalten

sein.
5 b7 @)
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dltc a A (53,
§ 2L } —(=d. (4.
Der Inhalt von ¢ ist gleich dem Inbalte von ¢ -
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-2 f(a) bedeutet. dass [/ (a) stattfinde. was man auch unter a

verstchen misge. Wenn daher - 2 £ (a) bejaht wivrd, so kann
/() nicht verneint werden.” Dies drtickt unser Sutz aws, @
kaun hier nur an den Argumentsstellen von / vorkommen, weil

diese Function aunch ausserhalb des Gebictes von a im Urtheile
vorkommt,

L
(D) - ren : g (®
ely vt BCEY  (
(30): A
e/ o & @
M » —g (@)
bl L@ ) _
g @ - g (59,

Beispiel. Es bedeute
b cinen Vogel Stranss, wimlich cin cinzelnes zu dieser Art
gehdrendes Thier;
g (4) 44 ist ein Vogel®;
[ (4) 44 kann fliegen®.
Dann haben wir das Urtheil:
wwenn dieser Strauss ein Vogel ist und nicht fliegen kaun, so
ist darans zu schliesson, dass einige Vigel *) nicht fliegen ktnuen
Mau sieht, wio dieses Urtheil eine Schlussart orsetzi, nim-
lich Felapton oder Fesapo, zwisehen denen hier kein Unterschicd
gemacht wird, weil die Hervorhebung cines Subjects wegfulit.
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Dieses Urtheil ersetat die Schiussweise Barbara in dem Falle, dass
der Untersatz (g (2)) einen besondern Inhalt hat.
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a2 T £ (o)
e S (@)

{ g @
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Hier kommt & in zwei Gebieten vor, ohue dass dies eine beson-
dere Bezichung andeutete. In dem einen Gebiete kdnnte man
statt a auch ctwa ¢ schreiben. Dieses Urtheil ersetat die Schluss-
weise Barbara fiir den Fall, dass der Untersatz —&  _g@

' ha)
cinen allgemeinen Inhalt hat. Der Leser, der sich in die Ab-
leitunggart der Begriffsschrift hineingedacht hat, wird im Stande
sein, auch die Urtheile herzuleiten, welche den andern Schiuss

weisen entsprechen. Hier miigen diese als Beispiele gentigen.
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111. Einiges aus einer allgemeinen Reihenlchre.

§ 28, Die folgenden Ableitungen sollen cine allgemeine Vor-
stellang von der Handhabung dieser Begriffsschrift geben, wenn
gie auch vielleicht nieht hinreichen, deren Nutzen ganz erkennen
su lassen. Dieser wiirde erst bei verwickelteren Siitzen deutlich
hervortreten. Ausserdem sicht man an diesem Beispiele, wie das
von - jedem durch die Siune oder selbst durch eine Anschauung
a priori gegebenen Inhalte absehende reine Denken allein aus dem
Inhalte, welcher sciner eigencn Beschaffenheit entspringt, Urtheile
hervorzubringen vermag, die auf den ersten Blick nwr auf Grund
irgendeiner Auschauung miglich zu gein scheinen. Man kann dies
mit der Verdichtung vergleichen. wittels deren es gelungen ist,
die dem kindlichen Bewusstsein als Nichts erscheinende Luft in
eine sichtbare tropfenbildende Flissigkeit zn verwandeln. Die im
Folgenden entwickelten Sitze liber Reihen ibertreffen an All-
gomeinheit beweitem alle ghnlichen, welche ans irgendeiner An-
schauung von Reihen abgeleitet werden kinnen. Wenn man e¢s
daher filr angemessener halten michie, eine anschauliche Vor-
stellung von Reihe zu Grunde zu legen, so vergesse man nicht,
dass die so gewonnenen Si#tze, welche otwa gleichen Wortlaut mit
den hier gegebenen hitten, doch lange nicht cbensoviel als diese
besagen wilrden, weil sie nur in dem QGebicte eben der An.
schauung Giltigkeit hiitten, auf welche sie gegriindet wiren.

§ 24 LIS ‘ - F) g, F(q)
Hl 1 Emal=(
1 -~ F{b) a f (9, a (69.
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Dieser Satz unterscheidet sich von den bhisher betrachteten Ux-
theilen dadurch. dass Zeichen darin  vorkommen, die vorher
nicht erklirt worden sind; er giebt selber diese ErkBrung, FEr
sagt nicht: ,dic rechte Seite der Gleichung hat denselben Inhalt
wie die linke®; sondern: .sie soll denselben Inhalt haben®, Dieser
Satz ist daher kein Uvrtheil und folglich auch kein synthetisches
Urtheil, um mich des kantischen Ausdrucks zu bedienen, Ieh be-
merke dies, weil Kant alle Urtheile der Mathematik fitr synthetische
hiilt, Wire nun (69) ein synthetisches Urtheil, so wiven es
auch die duraus abgeleiteten Sittze,  Man kann aber die durch die-
sen Satz ecingefithrten Bezeichnungen und daher ibn selbst alg
ihre Erklirung entbebren: nichts folgt aus ihw, was nicht auch
ohne ihn crschlossen werden kdnnte. Solehe Lrklidrungen haben
nur den Zweck. durch Festsctzung einer Abkidraung eine #usser-
liche Erleichterung hervbeizufahren. Aunsserdem dienen sie dazu
eine besondere Verbindung vou Zeichen aus der Fille der mog-
lichen hervorzuheben, um daran ecinen festern Axnhalt fiar die Vor-
stellung zu gewinnen. Wenn nun auch die genannte Erleichterung
bei der geringen Zahl der hier aufgefohrten Urtheile kaum merk-
tich ist, so habe ich doch des Beispicls wegen diese Formel auf-
genommen.

Obgleich (69) wrspriinglich kein Urtheil ist, so verwandelf es
sich doch sofort in ein solehes; denn nachdem die Bedeutung der
neuen Zeichen einmal featgesetzt ist, so gilt sie nunmelr, und es
gilt daher auch Formel (69) als Urtheil, aber als analytisches,
weil es, was in die neuen Zoichen hineingelegt war, nur wieder
hervortreten lisst. Diese Doppelseitigkeit der Formel ist durch
dic Verdoppelung des Utrtheilssirichs angedeutet. In Besug auf
die folgenden Ableitungen kaun also (69) als gewdhnliches Urtheil
behiandelt werden,

Die kieinen griechischen DLuchstaben, die hier zuerst vor-
kommen, vertreten keinen selbstindigen Iihalt, wic die deutschen
und lateinischen. Bei ihnen ist nur die Gleichheit und Ver-
schiedenheit zu beachten, sodass man an dic Stellen von « und d
beliebige andere kleine griechische Buchstaben setzen kann, wenn
nur die Stellen, die vorher von gleichen Buchstuben cingerommen
waren, auch wieder von gleichen eingenommen werden, und
wenn verschiedene Buchstaben nicht dureb gleiche ersetzt werden,
Biiese tileichheit oder Verschiedenheit der griechischen Buchstaben
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hat aber nur innerhalb der Formel Bedewtng, fir die sic wie
hier fir
() ( F (@)
alf (d’ )

besonders eingefithrt worden sind: Sie dienen dem Zwecke, dass
ans der ghgekiirzten Form
§, F(a)
I
a6, )
Jederzeil die ausfithrliche

2 L F ()
' /. )
£ ()
unzweideutig wiederhergestellt werden kimne. Es bedeatet z B.
a ;¥ ()
d (/' {3, c)

den Ausdruck

(=

e A ()
j ""/(a) b‘
e P (D),

w o F ()

A

§\f (4, a)
keinen Sinu hat. Man sicht, dass der austibirliche Ausdruck, wie
verwickelt auch die Funetionen # und / scin wmégen, immer mit

Richerheit wiedergefunden werden kann, abgeschen von der gleich-
giltigen Wahl der deutschen Buchstaben. Es kaun

- rdy A

dureh ,4 ist Krgebnis ciner Anwendung des Verfahrens / auf
I'“. oder durch ,J" ist der Gegenstand einer Anwendung des
Verfabrens £ deven Ergebnis 4 ist*, oder durch , steht in der
{-Bezichung zu I, oder durch ,I” steht in der umgekehrten
/-Bezichung su A wicdergegeben werden, welehe Ausdriicke als
gleichbedentend gelten sollen,

withrend .

~
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mag itbersetzt werden: ,der Umstand, dass die Eigenschaft F sich
in der /~Reihe vererbt” Diesen Ausdruck kamn vielleicht fol-
gendes Beispiel annehmbar machen. Es bedeute

A (M, N) den Umstand, dass N ein Kind von M ist;

X (P) den Umstand, dass P ein Mensch ist. Dann ist

a

(l( X(a) =L@
. oder ; 4,
8\ 4 (6, ) ;ﬂb)’ »

der Umstand, dass jedes Kind eines Menschen wieder cin Mensch
ist, oder dass die Eigenschaft, Mensch zu scin, sich vererbt. Man
sicht ilbrigens, dass die Wiedergabe in Worten schwierig und
selbat unmdglich werden kann, wenn an die Stellen von / und
/ sehr verwickelte Functionen treten. In Worten witrde demnach
der Satz (69) so ausgedrtickt werden kdnnen:
Wenn aus dem Sutze, dass b die Eigenschaft F hat, allge-
mein, was auch b sein mag, geschlossen werden kann, dass
Jedes Ervgebnis einer Anwendung des Verfahrens [ auf b die
Eigenschaft F habe,
so sage ich:
,» die Elgenschaft I vererbt sich in der f-Reihe.!"

§ 25. b___»k‘ a F (a) h .
" T T S,k
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Hemn die Ligenschaft F sich in der [-Reihe vercrbl; wenn
& die Eigenschaft F hat und y Ergebnis einer Anwendung des
Uerfahvens [ auf x ist: so hat y die Kigenschaft F.

7 b= FO)
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! o 1"(.17)

; d ( F(a)
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al\ /i, a) e Fx) (.
Heme x eine Kigenschaft F hat, die sick in der [~Reihe
vererbt, so hat jedes Lrgebnis einer Anmwendung des Verfahrens
[ auf x die Eigenschust F.
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Wenn aus dem Satze, dass b die Figenschaft ¥ hat, was
auch b sein mug, geschlossen werden kann, dass Jedes Ergebnis
einer nwendung des 1 erfalrens £ auf d die Eigenschaft F habe,
so vererbl sich die Eigenschaft F i der f-Reihe.

§ 24 L Ta BW
R A Y
. /i, a) Gy Y )
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{6,
Dies ist die Brklirang der rechts stehonden Zeichenverbindung
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‘{,/'(.1';,, yﬁ). In Betreff der Verdoppelung  des Urtheilsstriches
und dev gricchischen Buchstaben verweise ich auf §24.  Es ginge
nicht an, statt des aben stehenden Ausdrieks einfach

;’ [y

su schreiben. weil bei ciner ausfithrlich hingesehricbenen Fanetion
von & und y diese Buchstaben nuch noch ausserhalb der Argu-
mentsstellen vorkommen kénnten, wobei dann nicht zu ersehen
wiire, welche Stellen als Argumentsstellen anznsehen wiiren. Die
Letzleren milssen also als solche gekennzeichnet werden. Dies
geschieht hier durch die Indices y und 3. Man muss diese ver-
schieden withlen in Anbetracht des Falles, dass die beiden Argumente
einander gleich wiren.  Wir nichmen griechische Buchstaben hicran,
damit wir einc gewisse Auswahl haben, um fiir den Fall, dass

FRATRT)

einen ghnlich gebanten Ausdruck in sich schlisse, die Bezeichnung
der Argumentsstellen des eingeschlossenen Ausdrucks vou denen
des einschlicssenden verschieden withlen zu konnen, Die Gleich-
heit und Verschiedenheit der griechischen Buchstaben hat  hier
nur Bedeutung innerhall des Ausdruckes

TATEE

ausserhalb kionnen dieselben vorkommen, ohme dass hierdurch
irgendeine Bezichung zu diesen angedentet wilrde.
Wir itbersetzen

iy 9

durch .y folgt in der /Reihe auf a“, eine Ausdrucksweise, dio

freilich nur moglich ist, solange die Funetion [ bestimmt ist. In

Worten wird demnach (76) etwa so ausgesprochen werden kdnnen:
Wenn awns den beiden Sitzen, dass jedes Ergebuis einer An-
wendung des Verfahrens [ auf x die Ligenschaft F habe, und
dass die Eigenschaft F sich in der [-Reihe vererbe, was auch
F sein mag, geschlossen werden kann, dass y die Eigenschuft
F habe,

s0 suge ich:
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»y folgt in der f-Reihe unf 2: oder: »T geht in der f-Reike
dem y vorher“,*)

R R
76 | la %)
i . R
- | - (..,% Q(L e iy
: A "(/(61 «)
(68) : o : B
' (l' § ' i e /" y)
- e - Fu
) ;_ ~ (& Q)
en LD T
d( I'{w) a\f(d, a
) a\ f(d, o) ! N 7{ /(g v
b ;‘, a (x;,. y‘q) l
clr (77,

Hier sind nach § 10 » (), F(a), Fa} als verschiodone Funetionen
des Argumonts ¥ angusehen, (77) bedeutet:
Wenn y in der f-Reihe auf x folgt: wenn dic Eigeaschast ¥
sich in der [-Reihe lvererbt: wenn Jedes Ergebnis einer An-
wendung des Verfohrens [ auf v die Eigenschaft F hat: so hat
y die Kigenschaf: F,

77 V- - )]
oo Ll ()
i -»f(.l', a)
o d‘( F («)
DT T e\ r 6 )
f

S AN,

{17) :

*) Um dio Allgemeinheit des hierdurch gogebenen Bagriffy des Aui-
eivanderfolgens in elner Reihe deutlicher zu machen, erinnere ich an
einige Mbglichkeiten, Es ist hierunter nicht nur eiue golche Aneingander-
reihung begriffen, wie die Perlen auf einer Schuur zeigen, sondern auch
eine Versweigung wie beim Stamwbsum, cine Vereinigung mehrer
Zweige, sowie ein vingastiges Insichzuriicklaufen.
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ba in (74) ¥ nar in —— F () vorkommt. 8o kann bei der
At
Frsetzang des y durch den deatsehen Buchstaben a die Hihlung
diesem Ausdrucke nach § 11 unmittelbar vorhergelien,  Man
kann (R1) ibersetzen: :
Wenn a eine Eigenschuft F hat, die sich in der f- Reihe ver-
erbt, wnd mwenn y in der f[-Reihe auf x folgt, so hat y die
Ligenschaft F. %)

Es gei beispielsweise F die Eigenschaft. cin Haufe Bolwmen
zu sein; es sei das Verfahren / die Verminderung cines Haufens
Bohnen um eine Bohne, so dass

/i, b)
dew Umstand bedeute. dass & alle Bohmen des Hanfens « ausser
ciner und sonst nichts enthalte, Daunn witrde man durch unsern .
Satz za dem Krgebnisse gelangen, dass eine einzige oder selbst
gar keine Bohne oin Hsufe Bohnen sei, wenn die Eigenselhatt,
cin Haufe zn sein, sich in der /-Reihe vererbt. Dies ist jedach
nicht allgemein der Fall, weil es gewisse z giebt, bei denen wegen
der Unbestimmtheit des Begriffes ,Haufe* F (z) unbeurtheilbar ist.

€1 b -F@)

! d( F (IZ)
| N «a\ /(0. a)
P F ()
{18} : T T e st e
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*) Hierauf beruht die Bernoullische Induetion.
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Frege, Formolsprache.
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Die Ableitung dieses Satzes wird in Worten otwa folgender-
massen lauten:
a) Es folge y in der f-Reihe auf a;
) es habe jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens 2
auf a die Eigenschaft £;
7} es vererbe sich die Eigenschaft F in der /Reile.
Aus diesen Voraussetzungen folgt nach (85):
d) y hat die Eigenschaft #,
&) Ks gei 2 Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens / auf 4.
Dann folgt aus (y), (), (¢) nach (72):
2 hat die Eigenschaft F,
Daher: .
Wenn = Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens [ auf
einen Gegenstand y ist, der in der [-Reihe auf x folyt, und
wenn jedes Lrgebnis einer Anwendung des Ierfuhrens [ anf
¥ eine Eigenschaft ¥ hat, die sich in der F-Reihe vererbt, so
hat z diese FEigenschoft F.
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*) In Bezug suf die Hohlnng wmit § sieho § 11.
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s mige hier die Ableitung des Satzes (91) in Worten folgen.
Aus dem Satze:

@) pjedes Ergebnis eciner Anwendung des Verfahrens f
auf x hat die Eigenschaft §*

kann, was auch § sein mag, geschlossen werden:
jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens f auf
& hat die Eigenachaft §.

Daher kann auch aus dem Satze (¢) und dem Satze, dass die
Eigenschaft § sich in der /-Reihe vererbt, was anch & sein mag,
geschlossen werden:

jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens f auf
x hat die Eigenschaft §.

Daher gilt nach (90) der Satz:

Jedes Lrgebnis einer Anwendung eines Verfahrens f auf
einen Gegenstand x folgt in der f-Reihe auf dies x.
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Jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens [ auf einen
Gegenstand, der in der [- Reihe anf x folgt, folgt in der f- Reihe
auf" x.

zm;a }—i—ii——--,— ‘% £ (v 89)
_’/ b I = f(b: a)
T ‘?;;‘ r (.'!3),, bﬁ'
(75, H P e e e
ol ? e 1% iy, ay
Ml’)b [y ) . (p’ ; ;" 3 (
aNfF(d, « 27,

Die Eigenschafl, in der f-Reihe auf x zu folgen, vererbt
sich in der [- Reihe.

% ‘m_.(f Y f g, ag)
l a2 i
aNf(d, )
(84) : e e e
a7 o) % /'(.o.),, l";) 'I Co- |)‘; /’(;r.),, 29
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Wenn y in der f-Reihe wnf x und wenn z in der [-Reihe
wnf y folgt, so folgt 2 in der f-Reike aw/ ».

§ 29, ‘ ———(z =x)
W L ey )
Ich verweise hier auf das bei den Fermeln (69) und (76) iber
die Einfahrung neuer Zeichen Gesagte. Es mag

7
ﬂf (‘v)’ " zi")

b

"é [z, 25

durch ,z gehdrt der mit = avfangenden f-Reihie an®, oder durch
wt gehort der mit z endenden f-Reilie an® tbersetzt werden.
Dann lautet (99) in Worten so:
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Wenn 2z dusselbe wie x ist, oder auf « in der f-Reihe folgt,
so sage ich:

w2 gehért der mit x anfangenden f-Reihe an®; oder: ,x

gehdrt der mit z endenden [- Reihe an*’.

: =z _ .
99. "*"‘*"[l l 1 ; f(x)n zﬂ)] = 7;/(337, ‘ﬂ),
(67) : -
Far [ , (z=a)
Tt e s
LT y 28 __ﬂ%/(m,, 2g) (100.
d ? /(xy) 2,'5’)
(48) :
b (Z =2) '-—“h—i——‘..——'?‘” 3‘; f(xyy Uﬁ)
o| % @y zp) | "‘fy (z,v)
2} /(a2 By 2R
| y
a -———-——}; /‘(‘ry\ vﬂ) l'_‘_ ; ‘ﬁ /(:L'y’ vﬂ)
~/ & 0) A
’ —— L fa, 2y
gl ¥ pcs
5
. f(zy 0)
ez =2) (101,
(96 ' 92) $8 momre ezt e e
ylz x|z
zlv zix t r %/(37’””) g
yiv ! ‘”“‘/‘(2, U)
L —[2;‘/ (xyi Zﬁ) ‘102.

Die Ableitung von (102) mag hief in Worten folgen.
Wenn z dasselbe wie x ist, so folgl nach (92) jedes Ergebunis
einer Anwondung des Verfahrens / auf z in der /-Reihe auf..
Wenn z in der /-Reihe auf x folgt, so folgt nach (96) jedes
Ergebnis einer Anwendung von / auf z in der /-Reihe auf x.
Aus diesen beiden Sitzen folgt nach (100):

_..‘) In Betreff des letzten Schiusses siche § 6.
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Wenn z der mit x anfangenden f- Reihe angehirt, so folgt

Jedes Ergebnis einer
der f-Rcike auf .

Anwendung des Verfahrens [ auf z in
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’ (; = - ,'; /ey 25) (108.
el F@p2zg)

Wes in der f-Reihe auf x folgt, gehirt der mit x anfon-

genden [-Reike an.
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Hier folge die Ableitung von (108) in Worten.
Wenu y der mit = anfangenden /-Reihe angehrt, so folgt nach
(102) jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens / auf v

in der /-Reile aunf z,

{107,

(108,

Nach (106) gehdrt dann jedes Ergebuis einer Anwendung
des Ver{ahvens / auf y der mit 2 anfangenden f-Reithe an,

Daher:

Wenn y der mit z anfangenden [~ Reihe angehirl, so gehirt
Jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens [ avf y der
mit z aufangenden f- Reihe an.
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Die Eigenschaft, der mit = anfangenden [-Reike anzuge-
hiren, vererbt sich in der f-Reihe.
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Folgendes ist die Ableitung von (111) in Worten.
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(110.

(111

Wenn y der mit z anfangenden /-Reibe angehirt, so gehort
nach (108) jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens
[ auf y der mit z anfangenden /~Reihe an.
Daher gehort dann jedes Ergebnis einer Anwendung des Vep-
fahrens f auf y der mit 2 anfangenden /-Reihe an, oder geht
in der /-Reibe dem z vorher.

Also:

Wenn y der mit z anfangenden /- Reihe angehirt, so gehort
Jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens [ auf y der
mit z enfungenden f- Reihe an, oder geht in der [-Reihe dem

z vorher.
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Folgendes ist die Ableitung dieser Formel in Worten.

Es gehdre x der mit z anfangenden /-Reihe an.

Dann ist nach (104) z dasselbe wie x; oder x folgt in der
f-Reihe auf z.

Wenn 2 dasselbe wie x ist, s0 gehbrt nach (112) z der mit =
anfangenden /-Reihe an.
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Aus den letaten beiden Bitzen folgt: z gehirt der mit x an-
fangenden /-Reihe an; oder folgt in der /-Reihe auf 2.

Daher:
Wem x der mit z anfangenden f- Reihe angehirt, so gehort

z der mit x anfangenden f-Reihe an; oder x Jfolgt in der
/- Reihe auf z,

§ 31 m.\‘,-_!’,—.—\i‘,r(a =e) é "
I [ s |=Tree
e rb. e) ¢ (115.
Ich tibersetze
p
L YACK))
£

durch .der Umstand, dass das Verfahren / eindeutig ist“. Dann
kann (115) so wiedergegeben werden:
Wenn aus dem Umstande, dass e Ergebnis einer Anwendung
des Verfahrens f auf b ist, was auch b sein may, geschlossen
werden kann, dass jedes Ergebuis einer Anwendung des Ver-
fahrens [ auf b dasselbe wie ¢ sei,
so sage ich:
waas Verfahren f ist eindeutig*.
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is folge in Worten dic Ableitung der Formeln (122) und (124).
Ks sei & Ergebnis einer Anwendung des eindeutigen Ver-
fahrens / auf y.
Dann ist nach (120) jedes Ergebnis einer Anwendung des
Verfahrens / auf y dasselbe wie a.
Daher gehort nach (112) jedes Ergebnis einer Anwendung
des Verfahrens / auf y der mit x anfangenden f-Reilie an,
Also:
Wenn « Frgebnis eimer Anwendung des eindeutigen Ver-
fuhrens [ auf y ist, so gehort jedes Ergebnis einer Anwen-
dung des Verfahrens [ auf y der mit x anfangenden J-Reihe
an. (Formel 122)

Es folge m in der f-Reihe sufy. Dann ergiobt sich aus (110):
wenn jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens /* auf
y der mit 2 anfangenden /~Reihe angehirt, so gehdrt m der
mit & anfangenden fReibe an,

Dies mit (122) verbunden seigt,
dass, wenn x Ergebnis einer Anwendung des eindeutigen Ver-
fahrens / auf y Ist, m der mit x anfangenden fReihe angehdrt.

Also:
Wenn x Ergebnis einer Anwendung des eindeutigen Verfahrens

f auf y ist, und wenn m in der [-Reike auf y folgt, so ge-
hirt m der mit x anfangenden f- Reihe an. (Formel 124).
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Hier folgt die Ableitung dieser Formel in Worten.

Es sei 2 Ergebnis einer Anwendung des cindeutigen Verfahrens
[ auf y.

Frege, Formelbprache, [
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Es folge m in der /-Reilie anf Y.
Dann gehirt nach (124) m der mit a anfangenden /-Reile an,

Folglich gehdrt nach (114) 2 der mit m anfangenden /- Reihe
an; oder m folgt in der /-Reihe auf .

Dies kann man auch ausdriicken:

X gehdrt der mit m aufangenden /-Reihe an, oder geht in
der /-Reise dem m voran.

Daher:
Wenn m in der f-Reihe auf y folgt, und wenn das Verfahren
[ eindeutig ist, so gehirt Jedes Ergebnis einer Anwendung des

Verfahrens f auf y der mit m anfangenden f-Reihe an, oder
geht in der f-Reihe dem m vorher.
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& (129.

In Worten lautet (129) so:
Wenn das Verfahren { eindeutig ist, und wenn y der mit m
anfangenden f- Reihe angehirt, oder in der f-Reihe dem m
vorhergeht, so gehor Jedes Ergebnis emer Anwendung des
Ferfahrens f auf y der mit m anfangenden f- Reihe an, oder
geht in der f-Reihe dem m vorher.

(4
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In Worten lautet (131) so:

85

(131

Weun das Verfahven f eindeutig ist, so vererbt sich die

Eigenschaft, der mit m anfangenden [ -Reike anzugchiren,
oder in der f- Reihe dem m vorherzugehen, in der f-Reihe.
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In Worten lautet dieser Satz so:
Wenn das Verfahren [ eindeutiy ist, und wenn m und y in
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der [-Reihe anf x folgen, so gehirt y der mit m anfangenden
[~ Reihe an, oder geht in der [-Reihe dem m vorher.

Ich lasge hier eine Tafel folgen, aus der zu erschen ist, an
welchen Stellen von ciner Formel zur Ableitung ciner andern
Gebranch gemacht ist. Man kann sich ilver bedienen, am die
Verwendungsweisen einer Formel nachzusehen. Auch ist daraus
die Hdufigkeit der Anwendung einer Formel zu erkennen.

Rechts vom Striche steht immer die Ziffer der Formel, bei
deren Ableitung dic links bezeichnete verwendet ist.
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