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Prericto

A Ldgica, hoje, é uma vasta drea do conhecimento, extremamente complexa e profunda.
Este livro visa introduzir, de forma sucinta, o leitor a alguns temas bdsicos da Légica con-
tempordnea e, correlativamente, a alguns temas de Histéria e Filosofia da Légica.

Este livro € o resultado de um projeto de elaboragdo de material diddtico para as disci-
plinas de Légica (I e IT) do Curso de Graduagdo em Filosofia da UNESP, que comegou em
2003 e continua até hoje. Durante esses anos, muitos temas foram inseridos, retirados, ou
modificados, de forma a tratar de questdes importantes a uma reflexdo filoséfica sobre o
papel da Légica Contempordnea. Em especial, este livro visa fornecer elementos para tratar
de duas questdes principais:

1. A Légica como ciéncia do raciocinio correto; e

2. A relagdo da Légica com as teorias cientificas (antigas e contempordneas); em espe-
cial, em relagdo a fundamentagdo das teorias cientificas contempordneas (como, por exem-
plo, Matemdtica, Computagdo, Fisica, Biologia, Psicologia, Linguistica, etc.); e, em particular,
a fundamentagdo da Matemdtica a partir de uma teoria de conjuntos, mais especificamente,
a partir da Teoria ZFC.

O material aqui reunido também visa possibilitar a discussdo sobre as seguintes ques-
toes.

3. O uso de linguagens artificiais para a Légica melhor desempenhar os itens 1 e 2 aci-
ma.

4. As nogdes de corregdo e de completude de uma teoria (formal) no contexto do item
acima.

5. A existéncia de diversas ldgicas e a possibilidade de se considerar a unidade da Légi -
ca frente a essa diversidade.

6. Os limites do conhecimento por teorias formais, em especial, resultados decorrentes
do PrimeiroTeorema da Incompletude de Gadel.

7. A autonomia da disciplina Légica em relagdo a certas metafisicas ou ontolégicas parti-
culares (de forma a uma mesma Idgica servir a correntes metafisicas ou ontoldgicas dife-
rentes).

De forma geral, podemos dizer que esta obra se apoia em uma visdo operacional da
Légica e ndo em uma visdo metafisica ou ontolégica particular, o que acentua seu carater
abstrato, mas sem perder a correlagdo com certa “materialidade” histérica.

O contelido deste livro é, em geral, muito extenso, até mesmo para um ano de estudo de
Légica. Nesse sentido, os capitulos do livro foram elaborado de forma a se poder utilizar
apenas de alguns independentemente dos outros (aqueles que o professor achar os mais
relevantes), ficando os restantes como material para um aprofundamento dos estudos pelos
alunos.
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INTRODUCAO: O QUE E A Léeica? (Uma Primerra VIsio)

A Légica se inicia propriamente com Aristételes e, no decorrer da Histéria da Ciéncia e
da Filosofia (Antiga, Medieval, Moderna e, principalmente, Contempordnea), recebe uma di-
versidade de exposi¢Ges e sistematizagdes. Nesse trajeto histérico, os resultados mais co-
muns da Légica se desvencilham de uma grande parte das posi¢des metafisicas e ontolégicas
particulares (no sentido de serem usados e ensinados por correntes de pensamentos com
posigBes metafisicas e ontoldgicas diferentes) e leva a Ldgica a se constituir como discipli-
na auténoma.

Notemos entdo que a palavra “Légica”, segundo sua etimologia, é o estudo do Adyog
(Légos), termo grego cujas algumas acepgdes (que nos interessa aqui) sdo: (1) Palavra, (2)
Discurso, (3) Razdo, (4) Proporgdo.

Em um sentido muito amplo, a Ldgica pode ser entendida como o Estudo do Pensar ou do
Raciocinar. Neste caso, Adyog é tomada na acepgtio de Razdo (cf., por exemplo, Hegel, 1995,
§18-19). Esse sentido €, porém, mais amplo do que o adotado usualmente nos manuais de Lé-
gica. Nestes, se admite que:

Pensar seeeresabe; Argumentos

Nesse sentido, sdo, pois, os argumentos que sdo estudados na Légica; notemos, nesse
caso, Adyog com a acepgdo de Razdo, Discuso e Palavra.

Podemos, entdo, dar a seguinte delimitagdo INICIAL.
Légica: estudo da forma do pensar expresso por argumentos.

As vezes, usa-se o termo “Légica Simbélica” para designar a Ldgica, enquanto esse estu-
do do argumento se utiliza da nogdo abstrata de signo na explicitagdo da forma dos argu-
mentos.

Nesse sentido, a Légica Contemporanea (incluindo nesta a Légica Simbélica) resulta de
uma evolugdo natural da Légica, na busca de regras que permitam realizar raciocinios cor-
retos, chegando até a criar linguagens artificiais precisas tais que para construir um racio-
cinio correto, basta seguir suas regras sintdticas.

Para a elaboragdo de tais linguagens, procedemos por andlises que podem, esquemati-
camente, serem representadas pelo seguinte diagrama:

Signos ~ © Significados
¢ 3

Operagbes ., Agdes e operagdes
sobre signos sobre significados

!Sobre a impossibilidade de uma definigdo precisa da Ldgica no inicio de seu estudo, veja GRANGER
1955, Introdugdo.
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Que, em nosso caso, torna-se:
Sentencas @ Proposi¢des

8 8

Consequéncia Sintdtica

" Consequéncia Semdntica
(Demonstragdes) q

Observemos que signos sdo termos utilizados para representar algo. Em especial, os te-

mos “dgua”, “water"”, “Wasser" e "H20" sdo signos que designam a dgua.

Existe, entdo, uma diferenca importante entre uso e mengdo de um signo. Por exemplo,
eu uso o termo “dgua” quando afirmo que a dgua ferve a 100 °C; mas eu menciono o termo
“dgua” quando digo “dgua” tem 4 letras (notemos que ndo é a substdncia dgua que tem 4 le-
tras mas o signo que eu uso para designd-la). Notemos que as aspas sdo utilizadas para dis-
tinguir o uso e a mengdo do signo (o uso é sem aspas; a mengdo vem entre aspas).

Ndo precisamos nos limitar a apenas uma palavra. Nesse sentido, por exemplo, a sequén-
cia de palavras “a dgua ferve a 100 °C" é um signo que pode ser usado para dizer que a dgua
ferve a 100 °C. Aqui, pois, se insere uma distingdo importante entre sentencas e proposi-
gOes: sentengas sdo signos usados para desighar proposigdes, por exemplo, a sentenga “a
dgua ferve a 100 °C" é um signo que é usada para designar a proposi¢do a dgua ferve a 100
°C. E nesse sentido que operaremos sobre sentengas (signos) para representar operagdes
sobre proposicdes’.

A partir dessa andlise e distingdo podemos, pois, criar e usar teorias formais, ou siste-
mas formais, com linguagens artificiais precisas, tais que regras sintdticas garantam a vali-
dade inferencial (como serd definida aqui posteriormente) de um argumento; como o fez,
por exemplo, Gottlob Frege (1848-1925), que criou um sistema deste tipo que denominou de
“Conceitografia”, tal que, como nos diz Frege (1893, respectivamente pp. 190 e 189), “a obe-
diéncia a gramdtica jd garantisse a corregdo formal do curso do pensamento”, criando “um
meio de evitar mal-entendidos e, a0 mesmo tempo, erros no préprio pensamento”.

Veremos, ainda, que essa busca da expressdo de raciocinios corretos por teorias ou sis-
temas formais leva a explicitar a possibilidade de uma infinidade de raciocinios, levando a
possibilidade de mais de uma légica.

Notemos que algumas vezes tal estudo é denominado também de “Légica Matemdtica”,
Jjé que na andlise do argumento se revela a forma matemdtica da argumentagdo expressa na
forma dos sistemas de operagdes sobre signos. Esse sentido é muito préximo ao ideal de
Leibniz (1646-1716) de um calculus ratiocinator inerente a uma Mathesis universalis: " Te-
nho para mim que a invengéo da forma dos silogismos é uma das mais belas do espirito hu-
mano, e mesmo das mais considerdvers. E uma espécie de matemdtica universal [Mathesis
universalis]” (Leibniz apud BLANCHE e DUBUCS, 1996, pp. 193-194; cf. também TASSI-
NARI, 2011).

Temos também que tais resultados que a Légica Simbélica fornece podem servir & fun-
damentagéo de boa parte das Ciéncias Contempordneas, estabelecendo nela uma espécie de
lingua characteristica universalis, como proposta fambém por Leibniz.

®Ndo é nosso objetivo aqui discutir o que vem a ser uma proposigdo ou a sua natureza, questdes perten-
centes &, por exemplo, Filosofia da Linguagem ou & Teoria do Conhecimento.
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Por fim, podemos nos perguntar:

Serd que podemos descrever todas as formas do pensamento correto?

Essa é uma pergunta importante, na Légica, e que, como veremos, acaba se relativizando
ao fragmento da linguagem considerado. Segundo o fragmento considerado, ela terd respos-
tas tanto afirmativa quanto negativa. De uma forma mais restrita, porém eficaz, o que nos
importa aqui (e que deverd ser levado em conta durante o decorrer desta disciplina para ndo
se exigir dela algo que, efetivamente, ndo se pretende) é que:

A Légica Contempordnea estabelece em parte a forma do pensar correto.

Podemos citar como um exemplo dessa afirmagdo a Ldgica Proposicional Cldssica (que
estudaremos mais a frente e) que fornece um estudo completo das inferéncias feitas ape-
nas a partir da combinagdo de proposi¢des com apenas dois valores: Verdeiro e Falso.
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ArcUMENTOS E LosIca®

ARGUMENTOS

Uso: Argumentos sdo usados para
- Convencer
- Ser convencido
- Justificar
- Explicar [em especial, na Ciéncia, este é um de seus usos principais]
- Demonstrar
Exemplo de argumento:
Se a dgua estd fervendo, entdo a dgua estd 100 °C.
Ora, a dgua estd fervendo.
Logo, a dgua estd 100 °C.
Definigdo:
Em homenagem a Aristételes, e apenas para iniciar nossa conversa, vamos propor a se-
guinte definigdo de argumento:

Argumento: discurso no interior do qual se extrai uma conclusdo.

Em Aristételes, encontramos: "O silogismo é um discurso argumentativo no qual, uma
vez formuladas certas coisas [as premissas], alguma coisa distinta destas coisas [a conclu-
séo] resulta necessariamente através delas pura e simplesmente” Tépicos I.1.100a 25, Ana-
liticos Anteriores I.1.24b, Refutagdes Sofisticas 1.165a.1

Léecrca E RETORICA

Em geral, diferenciamos dois tipos de argumento: aqueles em que as conclusGes seguem
necessariamente das premissas (estudaremos eles logo abaixo), estes sdo estudados na
Légica; e aqueles em que se tenta persuadir a aceitar a conclusdo a partir das premissas
(mas sem que a conclusdo siga necessariamente das premissas), estes sdo estudados na Re-
térica (bem como a melhor forma de se dizer algo para se persuadir alguém). Assim, temos:

7 Persuasivos = Retérica (Persuasdo)
Argumentos

N Demonstrativos = Légica (Demonstragdo

3Parte da discussdo feita aqui, pode ser encontrada em PINTO, 2001, Cap. 1, e em NOLT, 1991, Cap. 1 e
2.
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ARGUMENTOs Persuastvos (ExempLo®)

Deus existe ou ndo existe. Se Deus existir e seguirmos seus mandamentos, seremos fe-
lizes pela eternidade; se Deus existir e ndo seguirmos seus mandamentos, seremos conde-
nados eternamente. Logo, devemos aceitar que ele existe e seguir seus mandamentos.

ARGUMENTOS DEMONSTRATIVOS (ANALISE)

Analisando o argumento inicial, temos 3 partes:

™ Indicador de Premissa
T ISe a dgua estd fervendo, entdo a dgua estd 100 °C. |>Premissas

L m a dgua estd fervendo. 7 Inferéncia vélida
2 ~>Inferéncia [latim:"inferre" = levar para]
ILogo,[ a dgua estd 100 °C. |9Conc|usﬁo N Inferéncia ndo-vélida
SIndicador de Conclusdo Argumento é uma faldcia.

INDIcADORES DE INFERENCIA

Indicadores de inferéncia sdo termos usados para indicar inferéncias. Em geral, divi-
dimo-los em indicadores de premissas e indicadores de conclusdo.

Indicador de Premissas (exemplos):

ora jd que desde que supondo que sabendo-se que
pois como visto que assumindo que a razdo é que
dado que  porque em vista de admitindo que como consequéncia de etc.

Indicador de Conclusdo (exemplos):

logo dai dessa maneira segue-se que o(a) qual acarreta que
portanto  de modo que neste caso assim sendo o(a) qual implica que

assim dessa forma  por conseguinte  consequentemente  o(a) qual significa que

entdo de forma que resulta que o(a) qual prova que  podemos deduzir que
do(a) qual inferimos que etc.

VErDADE E VALIDADE

Existem vdrios tipos de frases: declarativa [ou apofdntica] (que podem vir a ser ver-
dadeiras); interrogativa (que expressam perguntas); exclamativa (que expressam uma ex-
clamagdo); imperativa (que expressa uma ordem); e optativa (que expressa uma opgdo). Tra-
taremos aqui apenas das frases declarativas que assumiremos ser verdadeiras (e usamos o
signo V para designar que uma proposi¢do se verdadeira) ou falsas (e usamos o signo F para
designar que uma proposigdo é falsa). Assim, temos:

*Inspirado nos Penseés de Blaise Pascal.
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7 verdadeira (V)
Sentenca Declarativa > Proposigdo ou
N falsa (F)

Vamos agora analisar as possibilidades da veracidade e falsidade das premissas e das
conclusdes em argumentos vdlidos.

Exemplo de argumento vdlido®:

[P1] Se a dgua estd fervendo, entdo a dgua estd 100 °C.
[P2] Ora, a dgua estd fervendo.

[C] Logo, a dgua estd 100 °C.

Por que ¢é vdlido?

Porque da nogdo de se-entdo, ndo poderiamos ter®: Se A, entdo B; A e ndo B.

Temos entdo a seguinte tabela decorrente das andlises dos casos possiveis a seguir.

Argumento vdlido

Casos | Premissas | Conclusdo
[0.] v v
[3.] ¥ F
[1] F v
[2.] F F

Andlise dos casos possiveis:

Lembremos que a lei "A dgua ferve se, e somente se, estd a 100 °C" s6 é valida quando o
lugar no qual se estd fervendo a dgua estd a pressdo atmosférica de 1 atm; se a presséo for
maior que 1 atm, entdo a dgua ferve acima de 100 °C; se a pressdo for menor que 1 atm, en-
tdo a dgua ferve abaixo de 100 °C. Levando isso em conta as situagdes abaixo sdo exemplo
de cada um dos casos de veracidade e falsidade das premissas e conclusdo descritos na ta-
bela acima a direita.

0. Aguu fervendo a 1 atm (premissas verdadeiras) e a 100 °C (concluséo verdadeira).
1. Agua sem ferver sem estar a 1 atm (premissas falsas) e a 100 °C (conclusdo verdadeira)
2. Agua sem ferver sem estar nem a 1 atm (premissas falsas) nem a 100 °C (conclusdo falsa)

3. > Had uma situagdo possivel?

®P1 e P2 indicam as premissas do argumento e C sua conclusdo.
®Abaixo indicamos a forma do argumento ao lado com o uso dos signos A e B que representam quaisquer
sentengas possiveis.
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Ndo existe o caso 3 acima (a menos que a lei fisico-quimica esteja errada, ai ndo é mais
uma questdo relativa a Légica), pois se as premissas sdo verdadeiras, isto é se a dgua ferve
4100 °C e a dgua estd fervendo, entdo a conclusdo, a dgua estd a 100 °C, ndo pode ser falsa
(ou seja, como dissemos, se é verdadeiro "Se A, entdo B", entdo ndo podemos ter A e ndo B).

Esta € a entdo relagdo entre validade e verdade:

Em um argumento inferencialmente vdlido, se supomos que as premissas sdo verdadei-
ras, entdo, femos, necessariamente [necessidade légical, que admitir que, nesse caso, sua
conclusdo serd verdadeira.

ARGUMENTO VALTIDO
Vamos entdo adotar entdo as seguintes definigdes:

Definigdo. Um argumento ¢ inferencialmente vélido se, e somente se, todas ds vezes
que suas premissas sdo verdadeiras, sua conclusdo também o é.

Ou equivalentemente:

Definigdo bis. Um argumento ¢ inferencialmente vdlido se ndo podemos ter suas pre-
missas verdadeiras e sua conclusdo falsa.

Convengdo de Notagdo. Para abreviar, vamos chamar os argumentos inferencialmente
vdlidos simplesmente de argumentos validos.

Observemos mais uma vez que podemos ter argumentos vdlidos com premissas ou con-
clusdes falsas (como no Caso 1 analisado na tabela acima).

ANTIGAMENTE...

Antigamente se fazia uma divis@o da Ldgica em estudo da dedugdo ou da indugdo. No es-
tudo da dedugdo, estuddvamos os casos em que deduziamos casos particulares a partir de
consideragdes gerais (por exemplo: desde que todo cisne é branco; resulta que os cisnes do
zooldgico sdo brancos); e no estudo da indugdo, estuddvamos casos em que se passava de ca-
sos particulares para considerag8es gerais (por exemplo: como todos os cisnes que se viu
até hoje sdio brancos; segue-se que todo cisne é branco). Assim, tinhamos:

2 Estudo da Dedugdo (Geral = Particular)
Divisdo da Légica
N Estudo da Indugdo (Particular > Geral)
A nem sempre é valida
Faremos sobre essa divisdo apenas duas observagdes.

(1) Nem sempre, na indugdo, a verdade da conclus@o segue das verdades das premissas,
i.e., nem sempre a indugdo € vdlida. Por exemplo, considere o argumento: dado que durante a
minha vida toda, ndo aprendi matemdtica; podemos concluir que nunca vou aprender mate-
mdtica. Esse argumento ndo é valido, pois, alguém pode ndo ter aprendido matemdtica até
entdo, mas a partir de certo momento (por exemplo, fendo um bom professor) vir a apren-
der.

(2) Atualmente, uma das dreas do estudo da inferéncia é a Teoria da Inferéncia Esta-
tistica, que se usa o conceito de probabilidade. Mas, a Estatistica e a Probabilidade sdo, em
grande parte, teorias que usam da dedugdo (cf. NOLT, 1991, Capitulos 9 e 10).



Introdugdo & Légica Contempordnea - Prof. Ricardo P. Tassinari - Dpto. Filosofia - UNESP - 2014 - p. 8

TrEs Nivers b ANALISE po Discurso

No inicio deste curso, falamos sobre o uso de signos. Os signos podem ser estudados,
pelo menos, em trés niveis diferentes que designaremos por: Sintaxe, o estudo da relagdo
dos signos entre si (sem considerar seus significados); Semdntica, o estudo da relagdo dos
signos com seus significados; e Pragmdtica, o estudo da relagdo entre os signos e os falan-
tes que os usam. A figura a sequir representa a relagdo entre tais niveis e seus elementos.

Objetos

Signos
Desighados

Sintaxe

Semantica

Pragmdtica

Neste curso, para explicitar formas vdlidas de inferéncia através de signos, daremos
énfase aos aspectos sintdticos e trataremos do aspecto semdntico apenas na medida que
ele é necessdrio a essa explicitagdo. Ndo trataremos de forma especifica do aspecto prag-
mdtico.

Exercicio: Para os quatro argumentos a seguir: (1) Determine os indicadores de premis-
sa e de conclusdo do argumento. (2) Determine a(s) premissa(s) e a(s) conclusdo(des) do ar-
gumento. (3) Determine em que medida o argumento é persuasivo, indutivo ou demonstrati-
vo; (4) Determine se o argumento € vdlido. (5) D& pelo menos uma caracteristica do argu-
mento, em cada um dos niveis (sintdtico, semantico e pragmdtico).

(A) Desde que todo cisne é branco; resulta que os cisnes do zooldgico sdo brancos

(B) Como todos os cisnes que se viu até hoje sdo brancos; segue-se que todo cishe é
branco.

(€) Dado que durante a minha vida toda, ndo aprendi matemdtica; podemos concluir que
nunca vou aprender matemdtica

(D) Deus existe ou ndo existe. Se Deus existir e seguirmos seus mandamentos, seremos
felizes pela eternidade; se Deus existir e ndo seguirmos seus mandamentos, seremos con-
denados eternamente. Logo, devemos aceitar que ele existe e seguir seus mandamentos.
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Teorias E A Lderca como SistEmas DE OPERACSES SOBRE SieNOs:
Os Sistemas Formars

A Nocio bE SISTEMA AXIOMATICO

Teorias axiomdticas ou sistemas axiomdticos servem & sistematizagdo de uma drea do
conhecimento, como nas Ciéncias Contempordneas, ho qual necessitamos de dedugdes e de-
monstragdes. Nessas teorias, as dedugdes e demonstrages sempre se apoiam em assergoes
anteriores e, entdo, devemos aceitar determinadas asser¢des como primeiras para ndo cair-
mos em um regresso infinito. Essas primeiras asser¢des, que aceitamos sem delas ter uma
dedugdo, sdo chamadas, por definigdo, de axiomas.

Vamos entdo considerar uma teoria axiomdtica bem simples, com apenas dois axiomas,
como a seguir, para exemplificar as nogdes que exporemos a seguir, relativas as teorias axi-
omdticas.

.

Axioma 1: Se o objeto considerado tem vida, entdo o objeto considerado é um organismo.
Axioma 2: Se o objeto considerado é um organismo, entdo o objeto considerado é complexo.

A Nocio pe DEbucio EM UM SISTEMA AXIOMATICO
Na teoria exposta no tépico anterior, podemos considerar a seguinte dedugdo:

Hipdtese: O objeto considerado tem vida.

Axioma 1: Se o objeto considerado tem vida, entdo o objeto considerado é um organismo.
Conclusdo Parcial: O objeto considerado € um organismo.

Axioma 2: Se o objeto considerado é um organismo, entéo o objeto considerado é complexo
Conclusdo: O objeto considerado é complexo.

Entdo, em nossa teoria, da hipétese " O objeto considerado tem vida", podemos concluir
que " O objeto considerado é complexo".

De forma geral, podemos dizer que a dedugdo de uma assergdo (chamada, por definigdo,
de conclusdo da dedugdo) a partir de certas assergdes (chamadas, por definigdo, de hipdte-
ses da dedugdo) é, por definigdo, uma sequéncia de sentengas tal que cada sentenga da se-
quéncia ou é uma hipétese ou é um axioma ou é inferida a partir das anteriores por regras
de inferéncia.

Notemos que, na dedugdo acima, cada uma das cinco assergdes da sequéncia acima ou é
uma hipétese ou é um axioma ou é inferida a partir das anteriores por regras de inferéncia.
Abaixo temos, graficamente, as aplicagdes de regra de inferéncia.
Hipétese  —
Axiomal —
— Conclusdo parcial 4—!
F—  Axioma 2
L-»  Conclusdo
A regra de inferéncia aplicada ha dedugdo acima é chamada de Modus Ponens e, se X e
¥ sdo duas sentengas, ela tem a forma:
X

Se X, entdo Y.
Y
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Notemos entdo que, na dedugdio acima, a regra foi aplicada duas vezes: & Hipétese e ao
Axioma 1, resultando a Conclusdo parcial; e ao Axioma 2 e Conclusdo parcial, resultando na
conclusdo final da dedugdo.

As Nocbes b DEMONSTRACAO E TEOREMA EM UM SISTEMA AXIOMATICO

Em uma teoria axiomdtica, temos ainda que, uma demonstragdo de uma assergdo ¢, por
definigdo, uma dedugdo, dessa mesma assergdo, a partir apenas dos axiomas.

Podemos entdo considerar a seguinte demonstraglo em nossa teoria axiomdtica bem
simples (notemos que ndo existem hipéteses):

Axioma 1: Se o objeto considerado tem vida, entdo o objeto considerado € um organismo.
Axioma 2: Se o objeto considerado é um organismo, entdo o objeto considerado € complexo.
Conclusdo: Se o objeto considerado tem vida, entdo o objeto considerado € complexo.

A regra de inferéncia aplicada na dedugdo acima é chamada de Silogismo Hipotético e,
se X, Ye Z sdo trés sentencas, ela tem a forma:
Se X, entdo V.
Se Y, entdo Z.
Logo, se X, entdo Z.
Asserg0es que sdo axiomas ou para as quais existe uma demonstragdo sdo chamadas, por
definigdo, de teoremas.

Assim, a conclusio “Se o objeto considerado tem vida, entdo o objeto considerado é

complexo" é entdo um teorema de nossa teoria, jd que existe uma demostragdo para ela.

A UTIL1zACAO DE SIGNOS EM UM SISTEMA AXIOMATICO

Se usarmos o signo " —" para representar a nogdo de implicagdo e se usarmos letras " A",
“B' e "C" para representar as sentengas conforme abaixo,

A - "O objeto considerado tem vida";
B - "O objeto considerado € um organismo”;
C - "0 objeto considerado € complexo”;
podemos entdo, representar as sentengas abaixo como segue.

Se o objeto considerado tem vida, entédo o objeto considerado é um organismo: "A — B”.
Se o objeto considerado é um organismo, entdo o objeto considerado é complexo: "B — C".
Se o0 objeto considerado tem vida, entdo o objeto considerado é complexo: "A — C”.
Chamamos as sequéncias de signos "A", "B","C","A — B","B = " e A — (" de férmu-
las, analogamente ds sentengas expressas por signos matemdticos.
OPERACOES SOBRE S16Nos: REGrAs DE INFERENCIA E DEDUCAD.
Usando entdo as convengdes introduzidas acima, podemos expressar a primeira dedu-
¢do, com a sequéncia de férmulas abaixo.

Hipétese: A [O objeto considerado tem vida.]

[Se o objeto considerado tem vida,

AXi LA—B . . ; :
foma entdo o objeto considerado é um organismo.]

Conclusdo parcial: B [O objeto considerado é um organismo.]
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[Se o objeto considerado é um organismo,

AXi 2: 4 )
xioma 2: 8 = entdo o objeto considerado é complexo.]
Conclusdo final: C [O objeto considerado é complexo.]

Vimos que regras que nos permitem inferir férmulas de outras férmulas sdo chamadas
de regras de inferéncia.

Em termos de férmulas, temos o seguinte diagrama da aplicagdo das regras de inferén-
cia para essa dedugdo:

A —
A—B—
— B <«
F—B—C
L» ¢
Notemos que ambas aplicagdes tem a forma:
X
X—=Y
Y
Ora, essa é exatamente a formalizagdo da regra de inferéncia Modus Ponens:.
X
Se X, entdo V.
Y

Notemos entdo que as regras de inferéncia, como a Modus Ponens, podem ser vistas
como operagdes sobre signos, no sentido de que, por exemplo, a aplicagdo da regra as fér-
mulas "A" e "A — B" resulta a férmula “B8" e que a aplicagdo da regra as férmulas 8" e "B —
C" resulta a formula “C".

Assim, é como se uma dedugdo resultasse de operagdes sobre signos (férmulas) que po-
demos fazer para, a partir das hipéteses e axiomas, chegar a conclusdo.

OreracSEs sOBRE SteNos: DEMONsTRACAO.

Podemos tfambém expressar a demonstragdo feita anteriormente da seguinte forma.

[Se o objeto considerado tem vida,

Axi LA—B . .
xioma entdo o objeto considerado é um organismo.]

[Se o objeto considerado é um organismo,

Axioma 2: B — C . . P
fom entdo o objeto considerado é complexo.]

[Se o objeto considerado tem vida,

entdo o objeto considerado é complexo.]
Notemos que a regra de inferéncia que usamos para chegar a conclusdo "4 — ¢" a partir
dos axiomas "4 — B" e "B — (' é a regra de inferéncia Silogismo Hipotético e, assim, a for-
ma da regra de inferéncia Silogismo Hipotético é:

Conclusdo: A — C
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X=Y
Y-z

X—=>Z
Podemos notar entdo como a dedugdo pode ser vista como o resultado de operagdes so-
bre signos (férmulas) que podemos fazer para, a partir das hipéteses e axiomas, chegar &
conclusdo; e como tfambém a demonstragdo pode ser considerada como o resultado de ope-
ragdes sobre signos (férmulas) que podemos fazer para, a partir dos axiomas, chegar a con-
clusdo.

Notemos também que uma demonstragdo pode ser vista como uma dedugdo sem hipéte-
ses.

Podemos, pois, dispor dessas nogdes de dedugdes e demonstragdes, enquanto operagdes
sobre signos (férmulas), visando usd-as na ciéncia, na formulagdo de teorias, a partir da cri-
ar linguagens artificiais precisas, tais que para construir um raciocinio correto, basta seguir
regras sintdticas. O que faremos a seguir introduzindo a definigdo de sistema formal ou te-
ria formal.

A DerFinicAo bE Sistemas Formars € 4 Teorria BS

A partir do que expomos acima, podemos ver que, para realizar dedugdes e demonstra-
¢Oes em teorias formais, precisamos apenas de férmulas (que expressardo axiomas e hipd-
teses) e de regras de inferéncia (que sdo operagdes sobre férmulas). A constatagdo desse
fato nos permite, entdo, introduzir a nogdo de sistema formal ou teoria formal, como fare-
mos a seguir. Vamos introduzir, conjuntamente, um exemplo de teoria formal constituido a
partir de nossa primeira teoria axiomdtica bem simples, que chamaremos Teoria BS.

Por definigdo, um sistema formal ou teoria formal se constitui, basicamente, do seguin-
te.

(1) Um conjunto de signos grdficos, chamado, por defini¢do, de alfabeto do sistema formal;
o alfabeto da Teoria BS sdo os signos: “A", "B", "', " —". Denominamos, por definigdo, de
expressdo qualquer sequéncia finita de signos do alfabeto.

(2) Um subconjunto do conjunto das expressdes chamado, por definigdo, de formulas do
sistema formal. As férmulas da Teoria BS sdo as expressdes: "A4","8',"C","A — B","B - "
e"A — C". Serd considerada a linguagem do sistema formal o alfabeto e o conjunto de fér-
mulas do sistema formal.

(3) Um subconjunto do conjunto de férmulas chamado, por definigéo, de axiomas do sistema
formal; a Teoria BS tem dois axiomas: as férmulas "4 — 8" e "B — C".

(4) Por fim, um conjunto de regras de inferéncia que nos diz como passar de certas férmu-
las a outras, em uma dedugdo; a Teoria BS tem duas regras de inferéncia: as regras Modus
Ponens e Silogismo Hipotético descritas anteriormente.

O quadro a seguir resume o exposto:
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Sistema Formal ou Teoria Formal Teoria BS
Constituintes Constituintes
(1) Alfabeto ABC—
(2) Férmulas ABCA—BB—CA—C
(3) Axiomas A—BB—C
Modus Ponens (MP): | Silogismo Hipotético (SH):
X X—=Y
(4) Regras de Inferéncia X—-Y Y—>Z
Y X—=>Z

De posse das férmulas, dos axiomas e das regras de inferéncia de nosso sistema formal
BS podemos agora introduzir as nogdes de dedugdo, demonstragdo e teorema em um siste-
ma formal. E o que faremos na préxima segdo. Em especial, veremos como uma teoria formal
ou sistema formal torna mais preciso os signos sobre os quais podemos fazer as operagdes
(férmulas) e as operagdes que podem ser realizadas sobre eles (regras de inferéncia).
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As Nocées bE CorrecA0 E COMPLETUDE DE UM StsTEMA FormAL

Introduzida a hogdo de sistema formal axiomdtico, podemos agora introduzir as nogdes
de corregdo e completude de um sistema formal axiomdtico, duas nogdes centrais em Ldgi-
ca. Para tal, precisamos infroduzir, de forma mais precisa, as nogdes de dedugdo, demons-
tragéo e teorema em um sistema formal discutidas na secéo . E o que faremos a seguir.

A Nocio e Debucio eEm Sistema FormaL

Definigdo. Em um sistema formal, uma dedugdo de uma férmula X, a partir de certas
hipéteses, é uma sequéncia de férmulas tal que:
(1) X é a dltima férmula da sequéncia e
(2) cada uma das férmulas da sequéncia:
(a) ou é uma hipétese;
(b) ou é um axioma;
(¢) ou é inferida por regra de inferéncia a partir das anteriores.

Por exemplo, na Teoria BS, podemos entdo realizar a seguinte dedugdo, jd feita anteri-
ormente (notemos que as férmulas da dedugdo sdo enumeradas e depois delas se escreve
sua justificativa, ou seja, se ela é uma hipétese, um axioma, ou inferida das anteriores por
regra de inferéncia, neste (ltimo caso, se insere a abreviagdo da regra de inferéncias e os
niimeros atribuidos ds premissas da regra utilizada, MP é a abreviagdo utilizada para a re-
gra Modus Ponens):

1. A - hipétese [O objeto considerado tem vida.]

[Se 0 objeto considerado tem vida,

2. A > B-Axi 1 . . , .
foma entdo o objeto considerado é um organismo.]

3.B-MP1,2 [O objeto considerado é um organismo.]

[Se o objeto considerado é um organismo,

4. B — C - Axi 2 . . s
xioma entdo o objeto considerado é complexo.]

5.C-MP34 [O objeto considerado é complexo.]

Podemos ver que, da mesma forma que anteriormente, a dedugdo pode ser vista como o
resultado de operagdes sobre signos (férmulas) que podemos fazer para, a partir das hipé-
teses e axiomas, chegar até a conclusdo, e como uma teoria formal ou sistema formal torna
mais preciso os signos sobre os quais podemos fazer as operagdes (férmulas) e as opera-
¢Bes que podem ser realizadas sobre eles (regras de inferéncia).

As Nocées be DemoNsTRAcAO E TEOREMA EM UM StsTema FormaL
Definigdo. Em um sistema formal, uma demonstragéo de uma férmula X é uma sequéncia
de férmulas tal que:
(1) X é a dltima férmula da sequéncia e
(2) cada uma das férmulas da sequéncia:
(a) ou é um axioma;
(b) ou é inferida por regra de inferéncia a partir das anteriores.

Notemos assim que, como anteriormente, uma demonstragdo pode ser vista como uma
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dedugdo sem hipéteses.

Temos entdo que, na Teoria BS, podemos realizar a demonstragdo, jd feita anteriormen-
te (notemos que, como na dedugdo, as férmulas séo enumeradas e depois delas se escreve
sua justificativa, ou seja, se ela é um axioma ou inferida das anteriores por regra de infe-
réncia, SH é a abreviagdo para a regra Silogismo Hipotético):

[Se o objeto considerado tem vida,

1.A—B-Axi 1 ~ . . ) .
foma entdo o objeto considerado é um organismo.]

[Se o objeto considerado é um organismo,

2.B— C- Axi 2 ,
B = €~ Axioma entdo o objeto considerado é complexo.]

3.A>C-SH12 [Se o~obJe1‘<? conﬁderﬁado ‘rem[vnda,
entdo o objeto considerado é complexo.]
Definigdio. Férmulas que séio axiomas ou para as quais existe uma demonstragdo sdo
chamadas, por definigdo, de teoremas.

Notemos assim que, como existe uma demonstragdo da formula *A — ¢ na Teoria BS, a
férmula “A — C" é uma teorema da Teoria BS.

Podemos ver que, da mesma forma que a dedugdo no tépico anterior, a demonstragéo
também pode ser vista como o resultado de operagdes (regras de inferéncia) sobre signos
(férmulas) que podemos fazer para, a partir dos axiomas, chegar até a conclusdo, e como,
devido a isso, uma teoria formal ou sistema formal torna mais preciso o sentido das nogdes
de dedugdo, demonstragdo e de teorema. Mais ainda, tais definiges rigorosas e exatas,
elaboradas sobre uma linguagem artificial precisa, permitem estabelecer quais sdo os racio-
cinios corretos (nessa linguagem) apenas a partir de regras sintdtica (sobre signos), possi-
bilitando sua aplicagdo, em uma ciéncia cuja teoria possa ser escrita hessa linguagem, para
uma explicagto rigorosa. Tal delimitaglo dos raciocinios corretos (nha linguagem artificial)
nos leva aos conceitos de correcdo e completude (inclusive inferéncias), como veremos nas
segdes seguintes.

As Nocées be CorrRECA0 E COMPLETUDE DE UM StsTEmA FormaL

Vemos, entdo, como, a partir do surgimento da nogdo de sistema formal (que pode ser
usada tanto em formas cldssicas de raciocinio, como fizeram Frege e Russel, em relagdo a
Ldégica Cldssica, quanto em relagdo as formas ndo-cldssicas, como nas légicas ndo-cldssicas),
temos que o estudo das dedugdes e demonstragdes se torna entdo um estudo das operagdes
sobre signos, no qual as dedugdes e demonstragdes podem ser representadas de forma mais
precisa.

Em especial, uma teoria formal ou sistema formal torna mais preciso os signos sobre os
quais podemos fazer as operagdes (férmulas) e as operagdes que podem ser realizadas so-
bre eles (regras de inferéncia). Em especial, teoremas sdo férmulas que resultam de suces-
sivas aplicagdes de regras de inferéncia, a partir dos axiomas, em uma demonstragdo.

A partir disso, cabe entdo as seguintes perguntas.
(1) Todos os teoremas da teoria sdo verdades? Ou ainda, demonstra-se todas as verdades?
(2) Todas as verdades sdo teoremas? Ou ainda, todas as verdades sdo demonstrdveis?
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Representando graficamente as questdes acima temos:

Teoremas Verdades

Tl =

Essas questdes hos levam entdo as nogdes de corregdo e completude de um sistema for-
mal. Ficamos entdo com as seguintes definigdes.

Definigdo. Uma teoria é correta se todos os seus teoremas sdo verdades.
Definigdio. Uma teoria é completa se todas as verdades sdo teoremas.

Temos entdo que, ha representagdo grdfica acima, a Seta 1 indica a corregdo do sistema
formal e a Seta 2 indica a completude do sistema formal, como representado abaixo.

Corregdo
«—
Verdades R Teoremas

Completude

As Nocbes be CorrREcA0 E COMPLETUDE DA TEorIA BS

Consideremos agora as nogdes de corregdo e de completude em relagdo a Teoria BS.

Vamos aqui usar uma nogdo intuitiva de verdade para as férmulas. Notemos entdo que
estamos considerando que as férmulas "A — 8", "B — " e "A — (" da Teoria BS s@io sem-
pre verdadeiras, mas que nem sempre sdo verdadeiras as férmulas " A", “B", "', jd que, por
exemplo, o objeto considerado pode néo ter vida (ou seja " A" ndo é verdadeira sempre).

Ou seja, estamos considerando o seguinte.

Verdades: "4 — B',"B—>(C"e"A > ("

Outras férmulas: “A4", " 8","C".

Por outro lado, podemos nos perguntar quais férmulas séo teoremas de nossa Teoria BS.
Vimos que, por definigdo, teoremas sdo sentengas que sdo axiomas ou para as quais existe

uma demonstragdo. Assim, em hossa Teoria BS, sdo teoremas as férmulas "A — B" (Axioma
1), "B — " (Axioma 2) e "A — C" (pois existe uma demonstragdo, como vimos no Tépico 12).

Ou seja, temos o seguinte.
Teoremas da Teoria BS:"A — B","B—=>C"e"A — ("
Ndo-teoremas de BS: “A","B","C".

Ou seja, temos assim que, em nossa Teoria BS, todos os teoremas sdo verdades; logo a
Teoria BS é correta.

Da mesma forma, todas as verdades sdo teoremas da Teoria BS; logo a Teoria BS é
completa.

Ou seja, o nosso sistema formal BS € correto e completo, ja que, nele, verdades o os te-
oremas coincidem.

As Nocbes bE CorrecA0 E ComPLETUDE INFERENCIAIS DE um Sistema FormaL

(IT) Podemos ainda estudar a relagdo entre as dedugdes e as inferéncias védlidas em um
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sistema formal, buscando responder ds seguintes questdes.
(1) Serd que toda dedugdo é uma inferéncia védlida?
(2) Serd que para toda inferéncia vdlida existe uma dedugéo dela no sistema formal?

Representando graficamente as questdes acima temos:

Dedugdes Inferéncias Vdlidas

1
R
-

2

Temos entdo as seguintes definigdes.

Definigdo. Uma teoria é correta inferencialmente se toda dedugdo constitui uma infe-
réncia vdlida.

Definigdio. Uma teoria é completa inferencialmente se para toda inferéncia vdlida existe
uma dedugdo para ela na teoria.

Temos entdo que, nas representagdes grdficas acima, as setas 1 indicam a corregdo in-

ferencial do sistema formal e as setas 2 indicam a completude inferencial do sistema for-
mal, como expresso nas representagdes grdficas abaixo.

Completude Inferencial
Dedugdes - Inferéncias
na Teoria Formal « Vélidas
Completude Inferencial

CorrEcAio E CompLETUDE INFERENCIAIS DA TEORIA BS

Mostremos entdo que a Teoria BS é correta inferencialmente. Para isso, precisamos
mostrar que toda dedugdo em BS é vdlida.

Com efeito, notemos que a regra de inferéncia Modus Pones é de tal forma que, se ad-
mitirmos que suas premissas X — ¥ e X sdo verdadeiras, femos que admitir que sua conclu-
sdo ¥ também ¢é verdadeira. Temos também que a regra de inferéncia Silogismo Hipotético
¢ de tal forma que, se admitirmos que suas premissas X — ¥ e ¥ — Z sdo verdadeiras, te-
mos que admitir que sua conclusdo ¥ — Z também é verdadeira. Assim, como, nas dedugdes
da Teoria BS, apenas usamos as regras de inferéncia Modus Ponens e Silogismo Hipotético,
entdo, se admitirmos que as premissas (hipéteses) das dedugdes sdo verdadeiras, temos que
admitir todas as conclus8es (parciais ou final) sdo verdadeiras. Logo, toda dedugdo em 8BS é
vdlida.

Podemos entdo concluir que a Teoria BS é correta inferencialmente.

A completude inferencial da Teoria BS ird depender da nogio de implicagdio adotada.
Pode-se mostrar que existe uma nogdo de implicagto para a qual a Teoria BS é completa in-
ferencialmente.

Exercicio. Para cada argumento formal a seguir (a férmula acima do trago é a premissa
e a férmula abaixo do trago é a conclusdo), encontre uma dedugdo no sistema BS (no caso
(3), encontre uma dedugdo diferente da realizada anteriormente).
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Quabro REsumo - CORRECAO E COMPLETUDE

SINTAXE*
Teoria Formal ou Sistema Formal **
(1) Alfabeto (2) Férmulas (3) Axiomas () Regras de SEMANTICA*
Inferéncia
Corregdo
Regras de .
Demonstragdo| Axiomas ————» (Demais) ~ Verdades
A Teoremas —
Inferéncia
Completude
Corregdo
Inferencial
. Regras de A
o Premissas " e Inferéncia
Dedugdo . ——P»  Conclusdo o
(+ Axiomas) A . « Vélida
Inferéncia
Completude
Inferencial

* As nogdes de sintaxe e semdntica aqui adotadas sdo aquelas jd citadas anteriormente.
** Notemos que este diagrama também vale para as teorias axiomdticas ndo formalizadas.
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CoNecTivos ClLAssIcos E suas REcRAs DE INFERENCIA

Vimos como a nogdo de teoria formal ou sistema formal nos permite tornar mais preci-
sas as nogdes de dedugdo, demonstragdo e teorema, e representar (sintaticamente), em
termos de operagdes (regras de inferéncia) sobre signos (férmulas), as inferéncias (se-
manticas) vdlidas.

Entretanto, a linguagem formal introduzida até aqui é muito pobre, pois tem apenas um
signo para expressar as relagdes entre proposigdes: a implicagdo " —".

Vamos agora enriquecer nossa linguagem formal e introduzir novos signos para expres-
sar relagdes entre proposigdes: tais signos sdo chamados conectivos.

Segue abaixo 0s novos conectivos, com seus sentidos intuitivos, e as regras de inferén-
cia que os definem sintaticamente.

Conectivo  Signo Exemplo Sentido

Conjungdo A AAB Ocorre A e ocorre B

Disjungdo v AvB Ocorre A ou ocorre B ou ocorre ambos

Negagdo ~ ~A Ndo ocorre A
Bicondicional o A—B Ocorre A se, e somente se, ocorre B
Condicional - A—B Se ocorre A, entdo ocorre B

Regras de Inferéncia

Simplificagdo (S) Conjungdo (C) Adigdo (A)
XAY XAY if Z( X Y
X Y XAy XAy XvY XvY
o Silogismo Condicional para
Bupla Negagdo (DN) Disjuntivo (SD) Bicondicional (CB)
XvY XvY X—=Y
X X ~X ~Y y - X
X X y X Xoy
Bicondicional para Redugdo ao Silogismos
Condicional (BC) Absurdo RA)  ModusPonens (MP) i stico (SH)
X—=Y X—=Y X—=Y
Xo¥ o Xov X =~y X y-z

X =Y Y—-X ~X v X7
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Vejamos agora um exemplo de dedugdo com essas regras de inferéncia.
Exemplo. Encontre uma dedugdo para o argumento abaixo.

~A
AvB
B—>cC

1. ~A Premissa

2. A v B Premissa
3. B = CPremissa
4.Bsb1,2

5.C MP 3,4

Exercicio: Reescreva o argumento e a dedugdo acima considerando a convengdo abaixo.
A - E noite
B - E dia
C - O Sol estd no Céu
Neste caso, femos o seguinte.

Argumento:
Ndo € noite
E noite ou é dia
Se é dia, entdo o Sol estd no Céu
Logo, o Sol estd no Céu
Dedugdo:

1. Ndo € noite - Premissa

2. E noite ou é dia - Premissa

3. Se é dia, entdo o Sol estd no Céu - Premissa
4. Edia-sb 1,2

5. O Sol estd nho Céu - MP 3,4
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Exercicio: Encontre uma dedugdo para cada um dos argumentos abaixo.

®
A
A—B

(5)
(AvB)—C

®
A—B
B—C
C—A

A—B

Resolugdo.

@)

1. A Premissa

2. A — B Premissa
3.BMP1.2

4 AABC13

“)

1. A Premissa

2. A — ~~B Premissa
3.~~BMP1.2

4 BDN3

(2) (4)
A A
B A—>(BAC) A — ~~B
(AAB)—>C _—
_ B
C
(6) (8)
A AA(A—B) A
A<B _ A—B
B—cC
B J—
AArBAC
(10) (12)
A—B A
B—cC (AvB)—C
A—>~C ~D
DVE
~A (CAE)—F
F — (6 A ~~H)
H
() (3)
1. A Premissa 1. A Premissa
2. B Premissa 2. A — (B A C) Premissa
3. (A A B) — C Premissa 3. BACMP1,2
4 ArBC12 4.Bs3
5.CMP 3,4
(5) 6)
1. (A v B) = C Premissa 1. A Premissa
2. B Premissa 2. A & B Premissa
3. AvB Al 3.A—>B BC2
4.C MP1,3 4B MP13
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@) (8) )
1. A A (A — B) Premissa 1. A Premissa 1. A = B Premissa
2.A S1 2. A — B Premissa 2. B — C Premissa
3. A—>B sl 3. B — C Premissa 3. C — A Premissa
4B MP23 4B MP1.2 4B—>ASH23
5.C MP 3,4 5A—~BCB14
6.AAB C1l4
7.(AAB)AC CHB6
(10) (11) (12)
1. A — B Premissa 1. A Premissa 1. A Premissa
2. B — C Premissa 2. ~A Premissa 2. AvB Al
3. A > ~C Premissa 3. AvB A12 3. (A v B) — CPremissa
4 A—CSH12 4 BSD2;3 4 CMP23
5.~ARA 34 5. ~D Premissa
6. D v E Premissa
7.ESH5,6
8. CAE C47
9. (C A E) — F Premissa
10. F MP 8,9

11. F = (6 A ~~H) Premissa
12. 6 A~~H MP 10,11
13.~~H S12

14.H DN 13

Os conectivos aqui introduzidos
AV~ o
mais as letras que denotam sentencas
A, B.C .. XY, WZ
e os signos de parénteses

@]
formam todo o alfabeto da linguagem que utilizaremos nas préximas aulas.

Existem outros conectivos que podem ser definidos na Ldgica Proposicional Cldssica,
como, por exemplo, o conectivo disjungdo exclusiva vv tal que AvvB tem o sentido: ou A
ocorre, ou B ocorre, mas ndo ambos. Entretanto, todos os conectivos da Légica Proposicional
Classica podem ser definidos a partir de combinag8es dos conectivos introduzidos acima;
por exemplo, a disjungdo exclusiva pode ser definida como AvvB =4 (AvB)A~(AAB) (que,
justamente, pode ser lido como: A ocorre ou B ocorre, mas ndo ambos).
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A DEMONsTRACAO CONDICIONAL E 05 SisTemas bE DEbucAo NATURAL

Considere que se queira encontrar uma dedugdo para o seguinte argumento vdlido:
A—>(B—C)
B

A—C
Notemos entdo que este argumento ndo pode ser deduzido com as regras de inferéncias
vistas até agora, pois, como a primeira premissa tem o conectivo “implicagdo”, sé poderia-
mos aplicar nela as regras de inferéncia, MP, SH e CB; mas henhuma dessas podem ser apli-
cadas ds premissas A — (B — C) e B acima.
Por outro lado, consideremos que podemos trabalhar com hipéteses, por exemplo, A.
Chamaremos esta regra de Demonstragdo Condicional (DC). Neste caso temos:
1. A— (B — C)Premissa
2. B Premissa
A Hipétese (Usamos uma linha vertical na frente para denotar que se estd sob uma hipétese.)

CMP24

3
4. |B>CMP13
5
6. A—>CDC3-5

Notemos que entdo que, na aplicagdo da regra de Demonstragdo Condicional, retiramos a
linha vertical e a hipétese é considerada uma condigdo da conclusdo e escrevemos sua abre-
viagdo DC seguida da indicagdo do intervalo em que se estava sob a hipétese inicial.

Vejamos outro exemplo. Encontrar uma dedugdo para o argumento vdlido abaixo.

AvB

~A—>B
1. A v BPremissa
2. |~A Hipétese
3. [BsD1,2
4. ~A—>BDC2-3

Notemos por fim que podemos usar quantas hipéteses quisermos, desde que mantenha-
mos a ordem correta em relagdo ds premissas. Como no seguinte exemplo de dedugdo para o
argumento abaixo.

A—>(B—C)

B—(A—C)

1. A — (B— C)Premissa
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2. | BHipétese

3. A Hipétese (notemos a segunda linha, pois temos uma segunda hipétese)
4, B—>CMP13

5. CMP24

6. |[A—=>CDC3-5

7.

B—(A—C)DC2-6

Exercicio. Encontre uma dedugdo para os seguintes argumentos.

(€3] 6 (3)

A A—B A—C

_— A—C B—D
B— (A AB) _— _—
A—(BAC) A— (B—(CAD))

Notemos que, com a Demonstragdo Condicional, podemos fazer uma demonstragdo de
uma férmula (isto €, uma dedugdo sem premissas), como hos exemplos abaixo (isso alids que

justifica o termo "Demonstragdo” no home da regra).
J G 9

1. | A Hipétese 1. | A Hipétese
2. |[AvBA1l 2. B Hipétese
3. A>(AvB)DC1-2 3. AArBC12

4.|B— (AAB)DC2-3
5. A>(B—> (AAB))DC1-4

Assim B — (A v B)e A — (B — (A A B)) sdo teoremas de nosso sistema de regras de in-
feréncias.

As regras de inferéncias apresentadas anteriormente mais a regra de Demonstragdo
Condicional formam o que se chama de um sistema de dedugdo natural. A Dedugdo Natural é
um método de demonstragdo introduzido, independentemente, nos anos 30, por Gerhard
Karl Erich Gentzen (1909-1945) e Stanistaw Jaskowski (1906-1965). Os sistemas de dedu-
gto natural sdo sistemas dedutivos que ndo apresentam axiomas, apenas regras de inferén-
cia e que, como o préprio nome diz, possibilitam realizar dedugGes e demonstragdes formais
em Légica de modo o mais natural possivel.

Exercicio. Encontre uma demonstragdo para as férmulas abaixo.

B(AAB)—A (2) ~~A— A

(3)(A-B)—>(A—B) (4) (A~ B)— ((A— ~B) > ~A)

(5) A — (B — A) (*usar repetigdo da hipétese) (6)(A — C) = ((B =€) — ((Av B)—> ()
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CoNecTivos E TABELAS-VERDADE

Nas aulas anteriores, inserimos os conectivos |égicos e os sentidos a eles atribuidos
(conforme a tabela abaixo) e, a partir destes, introduzimos regras de inferéncia que nos
permitiram fazer dedugées e demonstragdes.

Conectivo Férmula Sentido

Conjungdo AAB Ocorre A e ocorre B

Disjungdo AvB Ocorre A ou ocorre B ou ocorre ambos

Negagdo ~A Ndo ocorre A
Bicondicional AoB Ocorre A se, e somente se, ocorre B
Condicional A—B Se ocorre A, entdo ocorre B

Se usarmos a letra "V" de "Verdadeiro” ou a letra "F" de “Falso” para denotar que, res-
pectivamente, uma proposigdo ocorre ou ndo ocorre, entdo podemos nos perguntar:

Serd que podemos expressar o sentido dos conectivos em termos de V ou F?
Ea resposta a essa questdo que estudaremos agora.
Considere entdo que o seguinte significado da sentenga "A":
A - A alma é imortal
Temos entdo duas possibilidades:
Situagdo A alma é imortal
(€3] v
6] F
Ou seja:
(1) A alma é imortal
(2) A alma ndo é imortal
Considere entdo:
~A - A alma ndo ¢é imortal

Exercicio. Preencha com V ou F a seguinte tabela.

A ~A

v
F

Considere, agora, os seguintes significados das sentengas "A" e "B":
A - A alma é imortal

B - O pensamento ¢ poderoso
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Temos entdo quatro casos possiveis:

Situagdo A alma é imortal O pensamento é poderoso

@) v v
@ v F
@3) F v
4 F F

Ou seja:
(1) A alma ¢ imortal e o pensamento é poderoso
(2) A alma é imortal e o pensamento ndo é poderoso
(3) A alma ndo é imortal e o pensamento é poderoso
(4) A alma ndo é imortal e o pensamento ndo é poderoso

Considere entdo:

A A B - Aalma é imortal e o pensamento é poderoso

A v B - A alma é imortal ou o pensamento é poderoso
Exercicio. Preencha com V ou F as seguintes tabelas.

A B |[AAB A B |AvB
Vv vi|v
V| F V| F
Flv Flwv
F|F F|F

Notemos que:

(1) A conjungdo s6 é verdadeira quando ambas sdo verdadeiras.

(2) Basta que uma seja falsa para a conjungdo ser falsa.

E que:

(1) A disjungdo s6 ¢ falsa quando ambas sdo falsas.

(2) Basta que uma seja verdadeira para a disjungdo ser verdadeira.

Definigdo. Os valores V e F atribuidos as proposi¢des sto chamados de valores-verdade
e as fabelas que expressam o sentido das férmulas em termos de valores-verdade séo cha-
madas tabelas-verdade.

Notemos entdo que podemos fazer a tabela-verdade de uma férmula complexa, a partir
do resultado de cada um dos conectivos, definido pelas tabelas-verdades acima, como no
exercicio abaixo.

Exercicio. Complete a tabela-verdade a seguir.
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AArB|~(AAB)|~A|~AVB

B
v
F
v

mI<|I<|>

FIF

Vimos que os sentidos da negagdo, da conjungdo e da disjungdo podem ser expresso em
termos de tabela-verdade. Podemos entdo nos perguntar: Serd que podemos propor um sen-
tido para a implicagdo apenas em termos da tabela-verdade?

A resposta é: Sim!

Vejamos como.

A idéia geral de A — B é: se temos A, temos necessariamente B.
Ou de outra forma: ndo é possivel ocorrer A e ndo ocorrer B.

Tornar preciso essa hogdo de “necessariamente” ou de “possivel” é complicado. Assim,
se encontrarmos uma nogdo de implicagdo apenas em termos de uma tabela-verdade, seria
bem mais simples para se criar uma conceitografia’.

Notemos entdo a equivaléncia entre as asserg¢des:

Se chove, entdo a rua estdo molhada # Ndo chove ou a rua estd molhada
Ou seja, idéia ¢ interpretar "A — B" como: ndo ocorre A ou ocorre B.
Neste caso, se supomos que "A" e que "A — B", podemos concluir "B".

Com efeito, se A—B, entdo, por defini¢do, ndo ocorre A ou ocorre B; se ocorre A, entdo
B tem que ocorrer B necessariamente.

Para dar um exemplo, consideremos, novamente:
A - A alma é imortal
B - O pensamento é poderoso
Temos entdo que:
A—B - A alma ndo é imortal ou o pensamento é poderoso

Mostremos que de A e A—B podemos concluir B.
(1) A: A alma € imortal.
(2) A—B: A alma ndo ¢ imortal ou o pensamento é poderoso.
Logo, de (1) e (2), podemos concluir B: o pensamento é poderoso.
Ou seja, iremos considerar A — B como: ndo ocorre A ou ocorre B.
Notemos entdo que o sentido de A — B pode ser expresso pela férmula ~A v B.

Exercicio. Complete a tabela-verdade abaixo (considere que A — B tem o mesmo senti-
do de que ~A v B; veja exercicio anterior).

7Veja sobre a nogdo de Conceitografia na Introdugdo.
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A—B

'nT)<<‘>
'n<'n<‘w

Notar que:

(1) A — B é falsa se, e somente se, A é verdadeira e B é falsa.

(2) Se A é falsa, entdo A — B é verdadeira.

(3) Se B é verdadeira, entdo A — B é verdadeira.

Notemos entdo que "A — B" também denota que ndo ocorre, simultaneamente, A e ndo-
B, ou seja, ~(A A ~B).

Exercicio. Faga a tabela-verdade de ~(A A ~B) e veja que ela € igual a tabela-verdade
de ~A v B.

Por fim, podemos propor a definigdo abaixo para indicar o que discutimos acima.

Definigdio. Usaremos o termo condicional para desighar a implicagdo definida pelas tabe-
las-verdade logo acima.

Assim, para salientar que A — B, em ftermos das tabelas-verdades acima, podemos ler
esta férmula como “A condicional B" ao invés de I2-la simplesmente como “A implica B".

Notemos ainda que € util introduzir a seguinte nomenclatura.

Definigdo: Considere uma sentenga da forma X — Y. A sentenga que se encontra antes
do conectivo — (no caso, "X") é chamada de antecedente da implicagéio e a sentenga que se
encontra depois do conectivo — (ho caso, “Y") é chamada de consegiiente da implicagdo.

Para terminar a exposigdo dos conectivos em termos de tabelas-verdade, temos que o
sentido do bicondicional fambém pode ser escrito em termos de uma tabela-verdade.

Complete entdo com V e F a tabela-verdade abaixo.

AlB|lAoB
Vv
VI|F
Flv
FIF

Notar que: A < B é verdadeira se, e somente se, A e B t&€m o mesmo valor-verdade.

De posse dessas definigdes, podemos usar as tabelas-verdades para encontrar férmulas
que sdo sempre verdadeiras (bem como, encontrar as férmulas que serdo sempre falsas). O
que motiva a seguinte definigdo.

Definigdio. Uma férmula que é sempre verdadeira é chamada de tautologia; uma férmula
que é sempre falsa é chamada de contradigdo; uma férmula que hem é tautologia nem é con-
tradi¢do é chamada de contingéncia.
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Exemplo. Vamos fazer a tabela-verdade das férmulas abaixo e classificd-las em tauto-
logia, contradigo e contingéncia. Notemos que, em um exercicio anterior, fizemos as tabe-
las-verdade de férmulas complexas, construindo primeiro as tabelas-verdade das formulas
que as compunham. Aqui, vamos usar um outro método: usaremos apenas uma tabela-verdade
para cada férmula e escreveremos, debaixo de cada letra e da cada conectivo da férmula, o
seu resultado para em cada linha (os hlimeros abaixo da tabela-verdade indicam a ordem de
seu preenchimento).

MAv~A 2)~~A oA (3)YA—>(AVB) “4)(AvB)— A
AlA|v|~|A| |A|A|lo|~|A] |A|BIA|=|(A|vIB)] |A|B|(A|Vv|B)|—|A
VIVIVIF|V| |[VIV|F|F|V| |[V|VIVIV|V|IV|IV||V|V|V |V V VIV

FIV|V|F FIF|VIF| [VIF|V|V|V|V|F||V|F|V|V|F|V|V

1432 1 432 |FIVIF|V|F|V|V||F|V|F|V|V|F|F

FI\FIF|\V|F|F|F| |F|F| F|F|F|V|F
1 5 2 4 3 1 4 3 52
Tautologia Contradigdo Tautologia Contingéncia

Exercicio. Classifique as férmulas abaixo em tautologia, contradigdo e contingéncia.
(1) AA~A (2) ~(An~A) (BYA—A M) ~A A
(5) (AnB) > A (6) (A A (A—B)) > B (7) ((A—B) A ~B) = ~A (8)((AVB)A~A) — B
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A ImpLicacAio MATERIAL E sEus PArADOXOS

A implicagdo descrita apenas pelo conectivo condicional é chamada de implicagéio mate-
rial e, como vimos, descreve a implicagdo apenas em termos dos valores-verdade de seus
constituintes.

Nesse sentido, temos que, se considerarmos a sentenga
A Lua é de queijo — 1=1
temos que essa sentenga é verdadeira, pois, heste caso, tanto seu antecedente é falso,
quanto seu conseqliente é verdadeiro.

A condicional é a forma com que Frege introduz a implicagdo em sua Conceitografia (cf.,
por exemplo, Frege, 2009, p.74).
Podemos notar, como faz Frege (idem, p. 75), que “A linguagem corrente ndo permite

que se traduza esse sinal em todos os casos por 'se[.. entdo _]." Sem divida, neste caso,
parece-nos estranha a sentenga:

Se a Lua € de queijo, entdo 1=1.

As sentengas que contém implicagdes materiais e que parecem contradizer a nogdo in-
tuitiva de implicagdo expressa por "se ... entdo _" sdo chamadas de Paradoxos da Implicacdo
Material.

Podemos nos perguntar: para que usar uma forma de implicagdo que nos causa estranha-
mento ao traduzi-la em termos de “se ... entdo _"?

Como vimos, porque, ela simplifica o tfratamento da implicagdo do ponto de vista de uma
conceitografia, bem como de sua interpretagdo, na medida em que:

(1) o valor-verdade da férmula composta A—B ¢é determinado apenas pelos valores-ver-
dade de A e de B, sem que se precise considerar qualquer outro dado; e

(2) evita as dificuldades naturais em se tentar caracterizar o que seria a nogdo mais
complexa de implicagdo.

Existe um ramo da Légica, chamado de Légica da Relevdncia, que estuda sistemas for-
mais com uma nogdo de implicagdo que evitam os paradoxos da implicagdo material (cf. a se-
o Légica da Relevdncia mais adiante). Entretanto esses sistemas formais inserem maiores
complicagdes do que a conceitografia que estd sendo aqui proposta, e, em geral, por causa
disso, usamos a légica aqui apresentada para o préprio estudo da Légica da Relevdncia.

Por fim, notemos que mesmo que estranhemos a defini¢do de implicagdo em termos da
implicaglio material, esse estranhamento deixa de existir se entendermos que essa impli-
cagdo, da forma A—B, ¢ definida por: ndo ocorre A ou ocorre B. Assim, a sentenga

"A Lua é de queijo — 1=1"
expressa:

A Lua ndo ¢ de queijo ou 1=1.

E essa sentenga é verdadeira, pois é a disjun¢do de duas sentengas verdadeira, pois
tanto a Lua ndo é de queijo quanto 1=1.
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A CONCEITOGRAFIA DE FREGE

As pdginas abaixo mostram uma das formas com que Frege (2009, p.73-75) introduz sua
Conceitografia.

LOGICA E FILOSOFIA DA LINGUAGEM

No entanto, com isto ainda ndo se asseriu que essa equagdo?’ é falsa.
Formou-se apenas um novo contetido asserivel que, s6 apds o acréscimo do
trago de juizo, torna-se o juizo “4 + 2 ndo € igual a 7

f—r—2=4+2=7.

Quando se quer relacionar dois contetidos asseriveis®*, 4 e B, devem-se
considerar os seguintes casos:

1) AeB.

2) AendoB.

3) nioAdeB.

4) ndo 4 endo B

Entendo por

T,

a negagio do terceiro caso®. Esta convengdo pode parecer muito artificial. A
primeira vista, ndo € claro por que escolho justamente o terceiro caso e expres-
so sua negagdo mediante um sinal especial. A razdo tornar-se-4 imediatamen-
te evidente através de um exemplo. A expressdo

nega o caso em que x* ndo ¢ igual a 4, quando x + 2 = 4. Isto pode ser tradu-
zido assim: se x + 2 = 4, entdo x? = 4. Tal tradugo exibe a importancia da

23. Cf. cap. 5, nota 6, (N. do T.).

24. Aqui, Frege mostra como obter as proposigdes complexas a partir dessas quatro combinagdes de con-
jungdes e negagdes. Este é o processo de que ele se utiliza na Conceitografia, § 5 (N. do T.).

25. O terceiro caso é ‘(ndo 4 e BY, sua negagdo seré ‘ndo(ndo A4 e B)’, que equivale a ‘(4 ou nfo BY, que
também equivale a ‘Se 4, entdo B’ (N. do T.).

74
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SOBRE A FINALIDADE DA CONCEITOGRAFIA (1882-1883)
Diante da expressdo de um contetdo asserivel?!, como 2 + 3 = 5, coloco

um trago horizontal, o trago de contetido (Jnhaltsstrich), que se distingue do
sinal de subtrag¢do por seu maior comprimento:

2+3=5.

Por meio deste trago quero dizer que o conteudo que se lhe segue esta
unificado de tal modo que outros sinais podem a ele relacionar-se. Em

2+3=5

ainda ndo se formula um juizo. Pode-se, portanto, sem incorrer em falsidade,
escrever também

—4+2=1.

Se quero asserir um conteido como correto, coloco na extremidade
esquerda do trago de contetido o trago de juizo (Urteilsstrich)

—2+3=5.

Como se ¢ tdo mal compreendido as vezes! Mediante essa notagao, jul-
guei ter estabelecido uma nitida diferenga entre o ato de julgar e a formagao de
um contetdo asserivel, e Rabus?? me acusa de misturar os dois!

A fim de expressar a negagdo de um conteudo [asserivel], acrescento ao
trago de contetido o trago de negagdo, por exemplo

—’—4+2-7.

21. Frege comega aqui a expor como ele constréi o calculo proposicional (N. do T.).
22. [L. Rabus, 1835-1916] Die neuesten Bestrebungen auf dem Gebiete der Logik bei den Deutschen und
die logische Frage, Erlangen, 1880.
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SOBRE A FINALIDADE DA CONCEITOGRAFIA (1882-1883)

relagdo encerrada em nosso sinal. Pois o juizo hipotético® €é a forma comum a
todas as leis da natureza e a forma de todas as relagdes causais em geral. A lin-
guagem corrente ndo permite que se traduza esse sinal em todos os casos por
“se”. Ela s6 o admite naquele caso em que uma parte do contetido, como o x
aqui, € indeterminada e confere ao todo uma generalidade?”. Se substituirmos
X por 2, ja ndo sera adequado traduzir

22+4
2+2=4
por
“se 2+ 2 =4, entdo 22 =4".

Consideremos agora as combinag¢des do trago de implicagido com os tra-
¢os de negagdo na seguinte tabela:

1)———A O-caso“ndoAe B” 5)q7—A Ocaso“ndoAeB”
¢é negado € afirmado: B e nao A.
=== —B
2)——7A Ocaso“AeB” 6)———A Ocaso“AeB” ¢
é negado: Ae B afirmado: Ae B.
LB excluem-se L3
mutuamente.
3)———A .Ocaso“ndoAe 7)1—A O caso “ndo A e ndo
ndo B” é negado: B” é afirmado:
—B AouB. '—B nem A nem B.
4) A O caso “Aendo B” 8)4——A Ocaso“AendoB” ¢
€ negado. afirmado: A e ndo B.

B —r=—B

26. Por ‘juizo hipotético’ (hypothetische Urteil) cumpre entender o que mais tarde Russell veio a denomi-
nar de ‘implicagdo material’ (N. do T.).

27. Essa ‘parte indeterminada’, como esta escrito, Frege vird mais tarde chamar de ‘indicador indefinido’.
Cf. cap.5,n. 10(N.do T.).
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Quabro Resumo - CONECTIVOS

Conectivo Simbolo | Exemplo Sentido
Negagdo ~ ~A Ndo ocorre A
Conjungdo A ArB Ocorre A e ocorre B
Disjungdo Inclusiva v AvB Ocorre A ou ocorre B ou ocorre ambos
Disjungdo Exclusiva Vv AvvB Ocorre A ou ocorre B, porém ndo ocorre ambos
Condicional i A—B Ndo ocorre A ou ocorre B
Bicondicional “ A< B | Ouocorre A e ocorre B, ou ndo ocorre A e ndo ocorre B

Negagdo (intuitivamente: ndo) Simbolo grdfico: ~

Tabela-verdade: | A | ~A
\% F
F v

Conjungdo (intuitivamente: e)

Notemos entdo que:

A operagdo negagdo inverte o valor-verdade de A

Simbolo Gréfico: A

Tabela-verdade: | A B | (AAB) Notar que:
% % % (1) (A A B) é V se, e somente se,
\4 F F A e B sdo ambas V
F \% F (2)Se AouBéF,entdo (AAB)EF
F F F

Disjungdo (intuitivamente: ou) Simbolo Grdfico: v

Tabela-verdade: | A B [(AvB) Notar que:
% % % (1) (A v B) €F se, e somente se,
1% F v A e B sdo ambas F
F \% 1% (2)Se AouBéV,entdo (AvB)EV
F F F

Condicional (intuitivamente: se ... entdo __ ) Simbolo Gréfico: —

Tabela-verdade: | A B [(A—B) Notar que:
% 1% v 1.(A—B)éFse, esomentese, AéEVeBEF
% F F 2.Se AEéF, entdo (A—>B)éV
F 1% v 3.5eBéV,entdo (A—>B)EV
F F v

Definigdio. O antecedente de uma condicional é a sentenga que se encontra antes do co-

nectivo — (ho caso A).

Definigdio. O consegiiente de um condicional é a sentenga que se encontra depois do co-

nectivo = (no caso B).

Bicondicional (intuitivamente: ... se, e somente se, ___) Simbolo Grdfico: «

Tabela-verdade: | A B | (A—B)
v v \ Notar que:
v F F (A-B)éV
F Vv F se, e somente se,
F F 1% A e B t8m o mesmo valor-verdade.
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Um ExempLo ATuaL Em Friosorra pa Léerca: A Ldeica secunbo G.-6.GRANGER

Até aqui, apresentamos os elementos que nos permite fazer uma andlise légica dos argu-
mentos e introduzir uma conceitografia (a ser completamente desenvolvida adiante) que ga-
ranta a corregdo de um argumento que segue certas regras sintdticas apenas. Essa andlise e
essa conceitografia ndo determinam diretamente seja uma ontologia seja uma metafisica
para esses elementos, no sentido de sdo adotadas por correntes com metafisicas e ontolo-
gias diferentes. Denominamos de Filosofia da Légica d drea que estuda essa natureza dos
elementos aqui apresentados. Nessa segdo, vamos apresentar sucintamente, como exemplo,
uma interpretagdo em Filosofia da Légica da linguagem da Légica Proposicional Cldssica tal
que: (1) as letras sentenciais designem objetos quaisquer que t&m como tnica propriedade
explicita estarem presentes ou ausentes; e (2) os conectivos designem as relagdes/opera-
¢Oes entre eles. Essa interpretagdo é feita por Gilles Gaston Granger (Ldgica e Filosofia
das Ciéncias, Sdo Paulo: Edig8es Melhoramentos, 1955, Parte III, Cap. IV), que apresenta a
Légica Proposicional Cldssica como sendo a Ldgica estrito senso (cf. Formes, Opérations,
Objets. Paris: J.Vrin,1994, p.40). Em um sentido preciso, ele interpreta a Légica Proposicio-
nal Cldssica como expressando uma semdntica de presenga e auséncias.

Assim temos, inicialmente, que os objetos sdo designados pelas letras latinas maitscu-
las: A, B, C, etc.

Escrevemos, entdo, uma dessas letras, e.g., A, diretamente (ou seja, a usamos), quando
queremos indicar sua presenga, e escrevemos uma dessas letras entre aspas, e.g., ‘A" quan-
do queremos apenas a mencionar.

Para indicar a auséncia de A, escrevemos ~A. Assim, o A ~A
conectivo ~ designa a operagdo, denominada de negagdo,
que passa da presenga do objeto a sua auséncia e da au-
séncia do objeto a sua presenga, segundo a tabela ao lado. Ausente | Presente

Presente Ausente

Para indicar a presenga de dois objetos, A B ArB
eg., A e B, usamos o signo A e escrevemos
AAB. Assim, o signo A designa a operagdo
conjungdo que é tal que AAB estd presente, Presente | Ausente | Ausente
se, e somente se, A e B estdo ambos pre- Ausente Presente Ausente
sentes, o que hos dd a tabela ao lado.

Presente | Presente | Presente

Ausente Ausente Ausente

Notemos que a auséncia de ambos obje-
tos A e B, pode ser indicada por ~AA~B.

Para indicar que um entre dois objetos, A B AvB
eg., A e B, estd presente (podendo estar
ambos presentes), usamos o signo v e escre-
vemos AvB. Assim, o signo v desigha a ope-
ragdo disjun¢do inclusiva que é tal que (1)
AvB estd presente se, e somente se, pelo
menos um dos dois, A ou B, estd presente; ou ainda, equivalentemente, (2) AvB estd ausente
se, e somente se, A e B estdo ambos ausentes, o que nos dd a tabela ao lado.

Presente Presente Presente
Presente Ausente Presente
Ausente Presente | Presente
Ausente Ausente Ausente
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Para indicar que, se um objeto, eg., A, A B A—B
estd presente, entdo um objeto, e.g., B, estd
presente, usamos o signo — e escrevemos
A—B. Assim, o signo — designa a operagdo Presente | Ausente | Ausente
condicional que ¢ tal que (1) A—B estd pre- Ausente | Presente | Presente
sente se, e somente se, ambos, A e B, estdo
presentes ou A estd ausente; (2) ou ainda,
equivalentemente, A—B estd ausente se A estd presente e B estd ausente, o que nos dd a
tabela ao lado.

Presente Presente Presente

Ausente Ausente Presente

Vemos entdo que esse (ltimo conectivo capta um tipo de relagdo de implicagdo, chamada
de implicagdo material. Com efeito, vale para ela as regras Modus Ponens (se A—B estd pre-
sente e A estd presente, entdo necessariamente B estd presente) e Silogismo Hipotético
(se A—B estd presente e B—C estd presente, entdo hecessariamente A—C estd presente).

Para indicar que um objeto, e.g., A estd A B AB
presente se, e somente se, um objeto, e.g.,
B, estd presente, usamos o sigho < e escre-
vemos A<B. Assim, o signo <> designa a ope- Presente | Ausente | Ausente
ragdo bicondicional que é tal que (1) A—B Ausente | Presente | Ausente
estd presente se, e somente se, os dois, A e
B, estdo presente, ou se, os dois, A e B, es-
tdo ausentes; (2) ou ainda, equivalentemente, A—B estd presente se, e somente se ambos
tem o mesmo estado, o que nos dd a tabela ao lado.

Presente | Presente | Presente

Ausente Ausente Presente

Por fim, para indicar que um entre dois A B AVvB
objetos, e.g., A e B, estd presente (néo po-
dendo estar ambos presentes), usamos o sig-
no vv e escrevemos AvvB. Assim, o signo vv Presente | Ausente | Presente
designa a operagdo disjuncdo exclusiva que é Ausente | Presente | Presente
tal que (1) AvvB estd presente se, e somente
se, um dos dois, A ou B, estd presente, mas
ndo ambos, o que nos dd a tabela ao lado.

Presente | Presente Ausente

Ausente Ausente Ausente

Notemos entdo que as tautologias estdo sempre presentes, as contradiges nunca estdo
presentes e as contingéncias ds vezes estdo presentes ds vezes estdo ausentes. Podemos
dizer que a eterha presenga das tautologias indica a corregdo da Légica Proposicional
Classica enquanto base de todo o pensar. Ou como hos diz Granger (Idem, p.61): “Podemos
dizer que ele [0 objeto qualquer definido apenas pelas operagdes dos conectivos da Légica
Proposicional Cldssica] desenha entdo uma possibilidade do objeto mais que um objeto
mesmo, e que nesse sentido a légica formal tem um porte transcendental [..]" , e, ainda, que
"0 légico, regra a priori de toda expressdo da experiéncia, ndo é conhecido por abstragdo a
partir dessa experiéncia, exceto ho sentido de que a precede; contudo ele é necessariamen-
te forma de um mundo e ndo apenas forma de uma linguagem, ou mais exatamente, nesse
caso, a forma de uma linguagem sé pode ser que forma de um mundo.”
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TaseLa-VErbadE E ArsUMENTO VALIDO: 0 METobo Direto

No sentido de constituir teorias formais ou sistemas formais mais expressivos, inseri-
mos os conectivos (hegagdo, conjungdo, disjungdo, condicional e bicondicional) e vimos algu-
mas regras de inferéncias a eles associadas. Vimos, ha ligdo anterior, como expressar o sen-
tido dos conectivos e das formulas em geral, em termos de V ou F, ou seja, construindo ta-
belas-verdades. Ja que a Légica estuda (fambém) os argumentos vdlidos de uma teoria (in-
clusive de teorias formais), podemos nos perguntar:

Serd que podemos expressar, em termos de tabelas-verdades,
a nogdo de validade de um argumento na linguagem formal vista até agora?
Ou ainda:
Serd que, dado um argumento ha linguagem formal vista até agora,
podemos usar as tabelas-verdade para determinar se ele é vdlido ou ndo?
Eo que faremos nesta ligdo. Comecemos relembrando a definigdo de argumento vdlido.
Definigdio. Um argumento é vdlido se, e somente se, todas ds vezes que suas premissas
sdo verdadeiras, sua conclusdo tfambém o é.
A partir dessa definigdo podemos estabelecer o seguinte método.
Definigdo. Dado um argumento, chamamos Método Direto a construgdo das tabelas-ver-
dade das premissas e da conclusdo para avaliar se:

(1) em todos os casos (linhas da tabela-verdade) em que as premissas sdo verdadeiras a
conclusdo é verdadeira e, portanto, o argumento é vdlido; ou

(2) hd um caso (linha da tabela-verdade) com premissas verdadeiras e conclusdo falsa e,
portanto, o argumento ndo é vdlido.

Exemplo: Verificar se os argumentos a seguir sdo vdlidos.

MHA—B (2)A—B

~B ~A

~A ~B

(1) Analisando o argumento temos:
Casos bossiveis | Premissas | Conclusdo

A B |A—>B| ~B ~A
[BAl Vv Vv v F F
121 Vv F F v F
31 F Vv 1% F Vv
*141 F F v v v

Em todos os casos em que as premissas sdo verdadeiras (que, na tabela-verdade acima,
se reduz apenas & linha [4], indicada por um asterisco a frente), a conclusdo é verdadeira
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(indicado pelo negrito e sublinhado) e, portanto: o argumento é vdlido.
Alids, a forma desse argumento define a regra de inferéncia chamada de Modus Tollens:
X—=Y
~Y

~X
Exemplo:
Se chove, a rua estd molhada.
A rua ndo estd molhada.

Logo, ndo chove.

(2) Analisando o argumento abaixo temos a tabela a seguir.

A—B
~A
~B
Casos bossiveis | Premissas | Conclusdo

A B |A—>B|~A ~B
m Vv Vv F F
21 Vv F F F Vv
*I31 F \% Vv Vv F
41 F F Vv Vv \

Existe um caso (indicado com asterisco) em que as premissas sdo verdadeiras e conclu-
sdo € falsa e, portanto: o argumento ndo é vdlido.
Argumentos dessa forma séio chamados de faldcia da negagdo do antecedente.
Exemplo:
Se chove, a rua estd molhada.
Ndo chove.
Logo, a rua ndo estd molhada.

Esse argumento é uma faldcia, pois podemos ter o caso em que as premissas sédo verda-
deiras (quando ndo estd chovendo) e a rua estd molhada (por exemplo, alguém estd lavando a
calgada), que é exatamente o caso da linha [3] da tabela acima.

Exercicio. Verificar se os argumentos a seguir sdo vdlidos.

1B A @2 A (3) A—B 4) AvB
A—B B B—C Av~B
—_— (ArB)—C _ _—
AAB _— A—C A

c
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O METopo pA CONDICIONAL ASSOCIADA

Vimos, na ligdo anterior, como determinar, com o uso das tabelas-verdades, se um argu-
mento (escrito em nossa linguagem artificial) é vdlido ou ndo. Para isso, tivemos que cons-
truir vdrias tabelas-verdade, uma para cada premissa e uma para a conclusdo, e comparar
essas tabelas em cada linha. Podemos nos perguntar entdo:

Serd que existe um método mais conciso para avaliar,
com tabelas-verdade, a validade de um argumento?
E o que veremos nessa li¢do. Para tal, introduzimos a definigdo abaixo e o resultado a
seguir.
Definigdo. A condicional associada ao argumento
X4
Xz
Xk
Y
é a férmula:
KianXoA o AX) Y

i.e., é a condicional cujo antecedente é a conjungdo das premissas do argumento XiAXzA...
AXi e o consegiiente é a conclusdo Y do argumento.

Exemplos. Segue alguns argumentos e logo abaixo as suas condicionais associadas.

A A A—B A—B
A—B —_ B¢ AnrC
AvB D
B A—>C
A= (AvB) B
(An(A—B)—B (A=B)A(B=O)>(A—0)

(A—=B)A(AAC)AD)—B

Proposigdo. O argumento
Xi
Xz
Xk
Y
é vdlido se, e somente se, sua condicional associada (X; A Xz A .. A Xi) — Y € uma tautologia.

A proposigdo acima motiva o seguinte método.

Definigdio. O Método da Condicional Associada é o método que consiste em:
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(1) construir a condicional associada ao argumento;
(2) construir sua tabela-verdade;

(3) verificar que a condicional associada ao argumento é uma tautologia e, portanto, o
argumento é vdlido; ou

(4) verificar que a condicional associada ao argumento néo é uma tautologia e, portanto,
o0 argumento ndo é vdlido.

Exemplo. Verificar, com o Método da Condicional Associada, se os argumentos a seguir
sdo vdlidos.

1 A—B () A—B
~B ~A
~A ~B

(1) A condicional associada do argumento é ((A — B) A ~B) = ~A. Analisando-a, temos:
A B|[(A — B) A ~ B — ~ A

VV[V VVVVVVEFV
VFlV FFFFFVFYV
FV|F VVVVVVVF
FFIF VFFFFVVF

.

A condicional associada é uma tautologia, portanto, o argumento é vélido.

(2) A condicional associada do argumento é ((A — B) A ~A) — ~B. Analisando-a, temos:
ABl(A > B) A~ A) > ~ B

VV[V VVFFVFFUV
VFIV FFFFV VVF
FVIF VVVVFVFV

FFIF VFVVF VVF
A condicional associada ndo é uma tautologia, portanto, o argumento ndo ¢ vdlido.

Observagdo. Para entendermos os resultados acima, observemos que, em um argumento
vdlido, as premissas implicam a conclusdo, o que motiva a defini¢do a acima, pois a condicio-
nal associada ao argumento expressa, em apenas uma dnica férmula de nossa linguagem ar-
tificial, que a conjungdo das premissas do argumento implica a sua conclusdo. Segundo a pro-
posigdo acima, temos que um argumento € vdlido se, e somente se, a condicional associada é
sempre verdadeira (tautologia), isto €, se as premissas sempre implicam a conclusdo.

Exercicio. Usando o Método da Condicional Associada, mostre que sdo vdlidas as regras
de inferéncia: Adigdo, Redugdo ao Absurdo, Bicondicional para o Condicional, Condicional
para o Bicondicional.

Notemos que os exercicios finais da ligdo passada mostram, pelo Método da Condicional
Associada, que as regras de inferéncia Simplificagdo, Modus Ponens, Modus Tollens e Silo-
gismo Disjuntivo sdo vdlidas, jd que mostramos que as condicionais associadas a essas re-
gras sdo tautologias.
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O METobo bas RAMIFIcAcSES

As tautologias desempenham um importante papel em Légica, pois como sdo férmulas
sempre verdadeiras, independentes do contexto, isto €, dos possiveis valores-verdade das
suas férmulas que a compde, as tautologias sdo verdades légicas.

Vimos que a construgdo de tabelas-verdade é um método que permite determinar se
uma férmula é ou ndo uma tautologia. Nesse método, determinamos o valor-verdade da fér-
mula em todos as combinagdes possiveis dos valores-verdade das férmulas que a compde e,
por isso, algumas vezes, o método pode levar a extensas tabelas-verdades, dependendo do
niimero de letras que compde a férmula a ser testada. Mas:

Serd que precisamos testar todas as possibilidades
para verificar se uma férmula € uma tautologia?

Ou ainda:

Serd que hd métodos mais diretos (que a tabela-verdade)
para se determinar se uma férmula é ou ndo uma tautologia?

A resposta a essa pergunta € afirmativa.

Um exemplo, é a demostragdo (veremos mais adiante um sistema formal cujos teoremas,
isto ¢, as formulas que t&m demonstragdo, sdo tautologia), e talvez seja por isso que, hatu-
ralmente, usamos a demonstragdo para chegar a uma verdade Iégica.

Mas hd outros métodos também. Por exemplo, considere a férmula: A v (B v ~A).

Se (1) A v (B v ~A) for considerada falsa, como ela é uma disjungdo, entdo, neste caso,
(2) A é falsa e (3) Bv ~A € falsa. Mas, se B v ~A é falsa, entdo (4) B é falsa e (5) ~A é
falsa, ou seja, (6) A é verdadeira. Ora, portanto, se A v (B v ~A) for considerada falsa, te-
mos que A ¢é falsa e verdadeira ao mesmo tempo, o que é um absurdo; logo, A v (B v ~A) é
sempre verdadeira, ou seja, é uma tautologia.

Notemos que o que foi feito foi mostrar que é absurdo supor que A v (B v ~A) ndo é
uma tautologia (essa forma de raciocinio é chamado de redugdo ao absurdo ou redugéo ao
impossivel). Podemos representar sinteticamente o que foi dito com o seguinte diagrama:

M ~(A v (Bv~A)

6] ~A
(3) ~(Bv~A)
4 ~B
(5) ~~A
(6) A

X

O signo "x" abaixo do diagrama acima indica que a sequéncia tem uma férmula e a nega-
¢do dela, no caso, ~A (férmula (2)) e A (formula (6)).

Tal forma de proceder motiva o seguinte método.

Definigdio. Dada uma férmula para ser determinado se ela é ou ndo uma tautologia, o
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Método das RamificagBes consiste em negar a férmula e aplicar as regras de desdobramen-
to abaixo até se obter todos os ramos fechados (isto é, com uma férmula e a negagdo dela)
ou até ndo se poder mais aplicar as regras de desdobramento:

A férmula é uma tautologia se, e somente se, fodos os ramos sdo fechados.

Assim, se hd um ramo aberto (isto é, que ndo tem uma férmula e sua negagdo), a férmula
ndo é uma tautologia.

REGRAS DE DESDOBRAMENTO

~~A AAB AvB A—B A-B
A A A A A

B A B ~A B A~A

B ~B

~(A A B) ~(A v B) ~(A — B) ~(A < B)

A ~A A A

~A ~B ~B ~B A~A

~B B

Notemos que o signo "A" indica que devemos considerar duas possibilidades, gerando
uma bifurcagdo na sequéncia de férmulas a ser considerada, o que faz com que o Método
das Ramificagdes gere uma forma de drvore de cabega para baixo: chamamos de “raiz" a
formula negada inicial e de “ramo” a uma sequéncia de férmulas que parte da raiz até uma
Gltima férmula da sequéncia de desdobramentos. No exemplo acima, temos uma “drvore”
com apenas um ramo constituido pela sequéncia de férmulas de (1) a (6) e a ~(A v (B v ~A))
é a férmula raiz; o ramo é fechado pois tem a contradigdo A e ~A (férmulas (2) e (6)). Veja-
mos abaixo um exemplo de ramificagdo com dois ramos.

Exemplo. Determinar se a férmula (~A A ~B) = ~(A v B) é uma tautologia.

O ~(~Ar~B)>~(AVB) ¥

(2)~AA~BV (1~—)
3)~~(AvB)V (1~—=)
(4) ~A (2n)
(5)~B (@A)
(6)AvB Y (3~~)
A
(7YA(6v) (8)B(6v)
X X

Notemos que a direita das férmulas acima indicamos didaticamente, entre parénteses, a
férmula e a regra de desdobramento que a originou, mas, em geral ndo precisamos fazer
isso. Notemos também a presenga do sinal “v" apés uma férmula para indicar que foi aplica-
da uma regra de desdobramento a férmula.

Notemos por fim que, na ramificagdo acima, temos dois ramos:
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1. a sequéncia de férmulas (1), (2), (3). (4), (5). (6), (7). e

2. a sequéncia de férmulas (1), (2), (3), (4), (5). (6). (8).

O primeiro ramo é fechado devido a presenga das férmulas (4) e (7) e o segundo ¢é fe-
chado devido a presenga das férmulas (5) e (8).

Observagdo. E importante notar que temos escrever o resultado da aplicagdo de uma
regra de desdobramento em TODOS os ramos abertos abaixo da férmula na qual se apli-
ca a regra de desdobramento, conforme o exemplo abaixo.

Exemplo. Determinar se a férmula ((A A ~B) v (~B A A)) = ~(A — B) é uma tautologia.

~(((An~B)v(~BAA))—~A—B)Y
(AA~B) v (~BAAYW
~~(A = B
A
(A A~B)Y (~BAAYW
A ~B
~B A
A A
~A B ~A B
Notemos que a ramificagdo acima tem quatro ramos.

Por fim, vejamos um exemplo com uma férmula que ndo é tautologia.
Exemplo. Determinar se a férmula (A v B) = A é uma tautologia.

~(AvB)—>A)Y
AvBY
~A
A
A B
X
O ramo a esquerda é fechado, pois contém as formulas A e ~A. Mas a férmula ndo é uma
tautologia, pois nem todos os ramos sdo fechados, jd que o ramo da direita é abaerto, pois
ndo tem uma férmula e a negagdo dela. Temos, no ramo da direita, apenas as férmulas B e
~A para as quais ndo hd regras de desdobramento. Férmulas desse tipo séo importantes,
pois indicam quando a férmula que foi testada é falsa (e por isso ndo é uma tautologia), ou
seja, ho caso acima, quando B é verdadeira e A é falsa.
Assim, o Método da Ramificagdo permite determinar se uma férmula é ou ndo tautologia
e, mais ainda, caso a férmula ndo seja tautologia, o Método permite determinar quais valo-
res-verdades das férmulas componentes a tornam falsa.

Exercicio. Determine se as férmulas abaixo s@o tautologias.
(D) A—(AvB) (2) ~(A A ~A) (3)A— A

(4 ((AVB) A ~A) = B (5) (A2B)A(B—C)) = (A—C)  (6) ((A—B)A(B—A)) — (A-B)
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O METobo DAS RAMIFICACSES PARA ARGUMENTOS

Notemos que, segundo o resultado da ligdo O Método da Condicional Associada, um ar-
gumento é vdlido se, e somente se, sua condicional associada é uma tautologia.

Nesse sentido, podemos usar o Método da Ramificagdo para determinar se uma argu-
mento é vélido ou ndo: basta construir sua condicional associada e verificar, com o Método
da Ramificagdo, se ela é ou ndo uma tautologia e, a partir disso, determinar se o argumento
é vdlido ou ndo.

Por exemplo, as férmulas (1), (4), (5) e (6) do exercicio da ligdo anterior sdo, respecti-
vamente, as condicionais associadas ds regras de inferéncia Adigdo, Silogismo Disjuntivo,
Silogismo Hipotético e Condicional para Bicondicional, assim, os resultados do exercicio
mostra que essas regras sdo argumentos vdlidos.

Além dessa aplicagdo do Método das RamificagSes para determinar se um argumento é
vélido ou ndo, temos a seguinte forma definida abaixo.

Definigdio. Dada um argumento para ser determinado se ele é ou hdo vdlido, o Método
das Ramificagdes para Argumentos consiste escrever a negagdo da concluséo do argumen-
to e, abaixo, as premissas do argumento, e aplicar as regras de desdobramento a esse con-
junto de formulas até se obter todos os ramos fechados ou até ndo se poder mais aplicar as
regras de desdobramento:

o0 argumento é vdlido se, e somente se, todos todos os ramos sdo fechados.

Exemplo: Determine se o argumento abaixo ¢ vdlido.
AAB
[4

AnC
Aplicando o método temos (hotar que a negagdo da conclusdo e as premissas estdo em
negrito):
~AArAC)Y
AABY
(4

A
B
A
~A ~C
X X
Exercicio. Use 0 Método das Ramificagdes para Argumentos para mostrar que o Silogis-
mo Hipotético € valido. Compare a drvore obtida com a do (ltimo exercicio da ligdo anterior.
Notar que o Método das Ramificagdes para Argumentos simplesmente abrevia o anterior:
como o anterior comega com a negagdo da condicional associada, ele leva, necessariamente,
a escrever a negagdo da conclusdo e a conjungdo das premissas, e a conjungdo das premissas
leva a escrever todas as premissas, o que é o inicio do Método das Ramificagdes para Argu-
mentos.

Exercicio. Escolha um argumento (em nossa linguagem artificial) ja exposto anterior-
mente, ou crie algum, e determine se ele é ou hdo um argumento vdlido.
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EquivaLéncia Léeica E INTERDEFINIBILIDADE DOs CoNEcTIVOs CLAssIcOs

Comecemos com a seguinte questdo:
Quanto afirmamos as férmulas A v B e B v A estamos afirmando a mesma coisa?

Notemos entdo que apesar de, do ponto de vista sintdtico, as férmulas A v B e B v A se-
rem diferentes, do ponto de vista seméntico, como estamos interpretando até agora, elas
afirmam a mesma coisa, no sentido de que, se A v B é verdadeira, entdo B v A é verdadeira
e vice-versa.

Essa relagdo entre as férmulas motiva a definigdo a seguir de equivaléncia légica.
Definigdo. Dizemos que X ¢é logicamente equivalente a Y se temos que:
se X éV,entdo Y é Ve, inversamente, se Y é V, entdo X é V.
Notagdio. Vamos escrever X=Y para denotar que X é logicamente equivalente a V.
Exemplos:
~vA S A AvB=BVvA ArA=A (AABYAC=AA(BAC)
Notemos entdo que a equivaléncia légica tem as seguintes propriedades.
Proposigdo (Propriedades da Equivaléncia Légica).
(1) X = X (Reflexividade);
(2) Se X =Y, entdo Y = X (Simetria);
(3)Se X=YeY=2Z,entdo X = Z (Transitividade).
Exercicio. Mostre que a equivaléncia Iégica tem as propriedades acima.
Definida entdo a equivaléncia Iégica como no inicio dessa ligdo, podemos nos perguntar:
Serd que existe um método para saber se duas férmulas séo logicamente equivalentes?

A proposigdo abaixo responde afirmativamente essa questdo.
Proposigdo: Dadas duas férmulas X e ¥, temos que:

X =Y se, e somente se, a férmula (X < Y) é uma tautologia.
Exercicio. Mostre que X v Y = ~(~X A ~Y).

Pela proposigdo anterior, basta mostrar que (X v Y) & ~(~X A ~Y) é uma tautologia, o
que podemos ver pela tabela-verdade abaixo.

X Y[(XVY) © ~ (~X A ~Y)
vvl Vv VvV F FF
VF| V VV F FV
FV| V VvV YV FF
FFl F VF Vv VvV

Notemos, ha tabela-verdade acima, que sempre que XvY €V, ~(~Xa~Y) é V, e vice-versa
(como na definigdo de equivaléncia légica) e que € isso que faz (XvY) & ~(~Xa~Y) ser uma
tautologia. Notemos, na tabela-acima, que, inversamente, como (XvY) < ~(~Xa~Y) é uma
tautologia, entdo XvY é V se, e somente se, ~(~Xa~Y) é V (equivaléncia légica).

Vemos entdo que a equivaléncia légica permite expressar uma igualdade entre os senti-
dos das férmulas.
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Existe entdo vdrios aspectos interessantes que podem ser dai derivados.

Por exemplo, o exercicio anterior mostra que afirmar XvY é equivalente a afirmar
~(~XA~Y) e, nesse sentido, podemos expressar o conectivo v apenas com os conectivos A e
Vamos entdo investigar, agora, a possibilidade de definir conectivos uns pelos outros.

Podemos nos perguntar:

Serd que também podemos expressar o conectivo — apenas com os conectivos A e ~?
O exercicio a seguir mostra que sim.

Exercicio. Mostre que X — Y = ~(X A ~Y).

Por fim, também podemos expressar o conectivo <> em termos de A e ~, conforme o
exercicio a seguir.

Exercicio. Mostre que X & Y = (X = Y) A (Y = X). Conclua, a partir deste resultado e
dos resultados dos exercicios anteriores, que os conectivos v, = e < podem ser expressos
em termos apenas dos conectivos A e ~ e que, assim, podemos reduzir os conectivos de nos-
sa linguagem artificial & uma linguagem apenas com os conectivos A e ~ sem perder poder
expressivo.

O exercicio anterior mostra que podemos assumir a conjungdo e a negagdo como nogdes
primitivas e, a partir dai, derivar delas todas as outras nogdes relativas a disjungdo, impli-
cagdo e bicondicional. Em uma interpretagdo mais livre, podemos dizer, que da nogdo de si-
multaneidade e de hegagdo, podemos derivar todas as outras nogdes légicas (de alternativa,
de implicagdo, etc.).

Notemos, por fim, que caracteristica expressa no exercicio anterior ndo é apenas rela-
tivaa A e ~, como podemos constatar pelos exercicios abaixo.

Exercicio. Mostre que X A Y = ~(~X v ~Y¥) e X = ¥ = ~X v Y e que, assim, podemos tam-
bém reduzir os conectivos de hossa linguagem artificial @ uma linguagem apenas com os co-
nectivos v e ~ sem perder poder expressivo. Note, em especial, que X = ¥ = ~X v Y é a de-
finigdo que adotamos para a implicagdo na ligdo Conectivos e Tabelas-Verdade.

Exercicio. Mostre que X v Y = ~X = Y e que X A Y = ~(X — ~Y¥). Conclua que podemos
reduzir os conectivos de nossa linguagem artificial a uma linguagem apenas com os conecti-
vos — e ~ sem perder poder expressivo.
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. ,
ALGEBRA DAs ProPosicéEs E ALcEBRA DE BoOLE

A nogdo de equivaléncia Iégica nos permite definir uma dlgebra das proposigdes (que es-
tudaremos agora).

Preencha entdo o quadro abaixo apenas com V ou F: V denota uma férmula sempre ver-
dadeira (tautologia) e F uma férmula sempre falsa (Contradigdo).

VaAV= VAF= FAaV= FAF=
VvVs= VvF= Fvvs= FvF=
~V = ~F =

Agora, preencha o quadro abaixo apenas com X, V e F.
Leis da Idempoténcia
XAXs= XvXs=
Leis dos Elementos Identidades
XAVs= XvF= XAF= XvVs=
Leis da Complementariedade

Xv~X= XA~Xs= ~nX = ~V = ~F =

Notemos que, has equagdes consideradas, X pode ser vista como uma varidvel (ou seja,
X pode vir a se substituida tanto por V quanto por F), como mostra o exercicio abaixo.
Exercicio. Substitui X por V e por F nas equages acima e verifique que elas se reduzem
as equagdes mais acima.
Temos ainda as seguintes leis.
Leis da Comutatividade
XAaY=YaAX XvVY=YvX
Leis da Associatividade
XAMAZ)=(XAY)AZ Xv (YVZ)=(XvY)vZ
Leis da Distributividade
XA (YVZ) = (XAY) v (XAZ) X v (YAZ) = (XVY) A (XvZ)
Leis de De Morgan
~XAY) = ~XvaY  ~(XVY) = ~XAY

A partir das equivaléncias |égicas acima, podemos ver os conectivos A, v e ~ como opera-
dores matemdticos sobre os valores-verdade V e F e as letras X, Y e Z acima como varid-
veis (que podem ser substituidas por V ou F ou, ainda, por outras férmulas com conectivos
A,V e~),ou seja, podemos estabelecer uma Algebra das Proposigdes.

Com efeito, para as equivaléncias légicas vale a seguinte proposigdo.

Proposigdo (Regra da Substituigdo por Equivalentes).
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Se X =Y e se, em uma férmula Z, substituimos X por Y obtendo Z', entdo: Z' = Z.
Exemplos.
(1) Como AAA = A, temos que (AAA)AB = AAB, pois podemos substituir AAA por A.
(2) Considerando as equivaléncias VvA = V; BvF = B; e VAB = B; temos que (VvA) A (BVF)
=VAB=B.
Exercicio. Calcule o valor das seguintes expressdes.
) ~(AAF) @2)~AVF)A~AAV) (3)AA(~AVB)
(4) Compare o resultado de (3) com a regra do Silogismo Hipotético.

Notemos, por fim, que as mesmas leis formais acima se aplicam a conjuntos, se inter-
pretarmos o conectivo A como a operagdo de intersegdo N, o conectivo v como a unido U, ~
como a complementar ¢, F como o conjunto vazio @ e V como o conjunto universo U, como
abaixo.

unu=1u UnNg=o oNU=0 oNo=0
udu=u uug=1u oUU=0 oUo=0
(U=0 w@=U

Leis da Idempoténcia
XNX=X XUX=X

Leis dos Elementos Identidades
XNu=X XUz=X XNo=o XUu=u

Leis da Complementariedade
XUcX=u XNeX=2 X=X (=0 co=U
Leis da Comutatividade
XNY=yNX XUY=YUX

Leis da Associatividade
XNYNZ)=(XNy)nz XU yuz)=Xwy)uz

Leis da Distributividade
XN (YUZ) = (XNY) U (XNZ) X v (YNZ) = (XUY) N (XUZ)

Leis de De Morgan
c(XNY) =cXUcY  c(XUY) = cXNeY

As leis acima definem entdo uma estrutura que é comum tanto & Algebra das Proposi-
¢Bes como & Algebra de Conjuntos; mais ainda: definem uma dlgebra abstrata, que vale para
diversos contelidos, chamada atualmente de Algebra de Boole, em homenagem ao filésofo,
légico e matemdtico George Boole (1815-1864).

Quaisquer dedugbes feitas a partir das leis acima, como no exemplo (2) acima,
(VvA)A(BVF) = B, sdo vdlidas tanto para a Algebra das Proposic8es quanto para a Teoria de
Conjuntos; nesta, a dedugdo se torna (% UA) N (BU@)= B. Logo, temos uma economia ao de-
duzirmos proposi¢des apenas das leis acima, jd que valem para ambos dominios. Vemos aqui
uma das vantagens do pensamento formal abstrato resultante de sistemas de regras sin-
tdticas bem definidas.
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As interpretagSes dessas leis (em termos de proposigdo, conjuntos e, também, em ter-
mos de probabilidade) foram proposta por Boole, em 1847, em um pequeno livro, Mathema-
tical Analysis of Logic, ampliando a discussdo sobre elas, posteriormente, em An Investiga-
tion of the Laws of Thought: On which are founded the Mathematical Theories of Logic
and Probabilities. Nessas obras, Boole jd apresenta uma concepgdo de Matemdtica como um
estudo consistindo de signos e de regras precisas para operar sobre signos e ndo apenas
como uma ciéncia da medida e dos ndmeros, como era usual na época. Notemos entdo que
existe uma semelhanca dos temas da dltima obra de Boole citada e aqueles do Organon de
Aristételes, ao tratar do légico (silogismo) na Ciéncia e do raciocinio por possibilidade/pro-
babilidade.

Observemos que as dltimas leis da tabela acima, Leis de De Morgan, foram nomeadas
assim em homenagem ao seu descobridor, Augustus De Morgan (1806-1871). Podemos ver,
aqui fambém, como a Légica, enquanto disciplina, é uma obra coletiva e como tem incorpora-
da em seus resultados, vdrias descobertas de diversos pensadores.

Por fim, notemos que o estudo da Algebra de Boole propiciou o surgimento dos compu-
tadores, nos quais, temos os conectivos A, v e ~ aplicados aos elementos 1 e O, como na ta-
bela abaixo (note que 1 e O fazem, respectivamente, os papeis de V e F e podem indicar uma
propriedade fisica, como, por exemplo, passa corrente elétrica ou ndo passa corrente
elétrica).

A |~A A | B |AAB A| B JAVB

110 111 1 111 1

0|1 110, 0 110 1
0|1 0 0|1 1
0|0, 0 00| 0

Exercicio. (1) Determine, em relagéo aos dois primeiros circuitos, qual corresponde ao A
e qual corresponde ao v. (2) Escreva a férmula associada ao Ultimo circuito.

O - Ldmpada (1 - ligada; O - desligada) —/— Interruptor (1 - ligado; O - desligado)

A

+E]_ o +ifj_
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O Sistema S peE Depbucio NATURAL Para A Léeica ProrosicronaAL CLAssica

Vamos aqui introduzir um sistema de dedugdo natural (cf. a ligdo Demonstragdo Condici-
onal e os Sistemas de Dedugdo Natural) para a Légica Proposicional Cldssica que designare-
mos por S. O sistema S tem apenas dois conectivos e trés regras de inferéncia para facili-
tar mostrar, posteriormente, a corregdo e completude desse sistema, inclusive a corregdo e
completude inferenciais (cf. a ligdo As Nog8es de Corregdo e Completude de um Sistema
Formal). Como os sistemas de dedugdo natural sdo sistemas formais dedutivos que ndo pos-
suem axiomas, apenas regras de inferéncia, entdo, para definir S, precisamos apenas defi-
nir: (1) o alfabeto de S, (2) as férmulas de S, e (3) as regras de inferéncia de S.

(1) Alfabeto de S. O Alfabeto de S se constitui dos signos:

~ > ABCLAR,C, A, B, CA B, C, ete.

O sistema S possui entdo apenas dois conectivos: ~ e —. Apesar disso, a nossa lingua-
gem formal aqui definida tem ainda o mesmo poder expressivo que a linguagem formal que
utilizamos até agora (com os conectivos ~, A, v, = e <), pois, como vimos na ligdo Equivalén-
cia Légica, v, A e « podem ser definidos em termos de ~ e — apenas (cf. defini¢es mais
abaixo).

Chamaremos os signos A, B, C, A'B', C', A", B"", C'', A""", B""", C'"', etc. de letras
sentenciais; introduzimos as linhas apés as letras para néo limitar o nimero de letras sen-
tenciais.

(2) Férmulas de S. Sdo as férmulas constituidas apenas de letras sentenciais e dos co-
nectivos ~ e —; mais exatamente, as férmulas de S sdo definidas pelas seguintes regras de
formagdo:

(a) Letras sentenciais sdo férmulas;

(b) Se X é uma férmula, entdo ~X é uma férmula; e

(c) Se X e Y sdo férmulas, entdo (X — Y) é uma férmula.

Notemos que (a) estabelece uma base para nossa definigdo e que, a partir dela, podemos
construir (infinitas) férmulas usando as regras (b) e (c) (este tipo de definigdo é chamada
de defini¢éo por indugdo). Assim, temos que, por exemplo, (~B — A'') é uma férmula, pois:
pela regra (a), Be A'' sdo férmulas (jd que B e A''sdo letras sentenciais); por (b), ~B é uma
férmula (jé que B é uma férmula); e, por (c), (~B > A'") é uma férmula (jd que ~B e A"' sdo
férmulas). Ou seja, a férmula (~B — A'") fem entdo a seguinte drvore de construgao;

(~B—A")
A
~B A"
/
B
Vamos aqui adotar as seguintes definigdes:

XvYizgs ~X—=>VY
XAY iZger ~(X = ~Y)
XeoV iz (X=>Y)a (Y = X)
(notar que A jd estd definido logo acima)



Introdugdo a Légica Contempordnea - Prof. Ricardo P. Tassinari - Dpto. Filosofia - UNESP - 2014 - p. 51

(3) Regras de Inferéncia de S.

Modus Ponens (MP) Reducdo ao Absurdo (RA) Demonstragdo Condicional (DC)
X—Y ~X =Y X
X ~X Y y
Y X Ry

Dados os elementos constituintes de nosso sistema S, podemos agora definir dedugdo e
demonstragdo em S.

Definigdio. Uma dedugdio no sistema S de uma férmula Z a partir das premissas Xi, Xz,
..., Xk € uma sequéncia de férmulas Y1, Yo, ..., Yo tal que:

(1) a dltima férmula Y, € Z; e
(2) cada férmula ¥; da sequéncia:
(2.0) ou é uma da premissa X;;
(2.b) ou é uma hipétese (usada na aplicagdo da regra de inferéncia DC);
(2.¢) ou é a repeticdo de uma férmula anterior da sequéncia’;
(2.d) ou é o resultado da aplicagdo de umas das regras de inferéncia MP, RA ou DC™.

Notagdo. Vamos indicar que existe uma dedugdo, no sistema S, da conclusdo Z a partir
das premissas Xi, Xz, ..., X por™:

X1, Xay i Xk v Z

Exemplo. Mostrar que: (1) X =Y, Y >Z+ X—>Z;e(Q)Y+r X2 V.

X=>Y,Y=>ZiX—>Z YiX—=>VY
1. X — Y Premissa 1. Y Premissa
2.Y — Z Premissa 2.|X Hipétese
3.| X Hipétese 3.|Y Repetigdo
5.|Y MP 1,3 4.X—>YCD2-3
6.|ZMP25
7.X—>ZDC3-6

Notemos que X —>VY,Y = Z + X > Z é aregra do Silogismo Hipotético (SH). Assim, no
sistema S, SH é uma regra derivada das regras primitivas MP, RA e DC. Agora que sabemos
que SH pode ser derivada, podemos usd-la como uma regra de nosso sistema: a ideia, ao
usé-la, é que estamos subentendendo que poderiamos repetir essa dedugéo de SH.

Analogamente, toda forma de deducdo no sistema S pode ser vista como estabele -
cendo uma regra de inferéncia (derivada). Assim, Y + X — Y estabelece também uma re-
gra de inferéncia, chamada de Prefixacdo e abreviada por Pf; Pf diz que, de Y, podemos

"S6 podemos repetir uma férmula se ela ndo estd sob uma hipétese jd utilizada em uma regra DC.

"S6 podemos aplicar essas regras a uma férmula se ela ndo estd sob uma hipétese jd utilizada em uma
regra DC.

""Em geral, usa-se o signo S, no sinal de dedugdo, i.e., Xi, Xz, ..., Xa +s Z, para indicar que se trata de uma
dedugdo em S; entretanto, para simplificar, vamos aqui dispensar o uso do signo S.
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concluir X = Y, ou seja, podemos colocar o prefixo "X —" antes de ¥ (dai seu nome).

Vamos agora definir uma demonstragdo em S. Cabe observar (auséncia do item 2.a aci-
ma na definigdo abaixo) que: uma demonstragéo é apenas uma dedugdo sem premissas.

Definigdo. Uma demonstracdo no sistema S de uma férmula Z é uma sequéncia de fér-
mulas Y1, Yz, ..., Y tal que:

(1) a dltima férmula Y, € Z; e
(2) cada férmula da Y; sequéncia:
(2.a) ou é uma hipétese (usada na aplicagdo da regra de inferéncia DC)
(2.b) ou é a repetigdo de uma férmula anterior da sequéncia’;
(2.c) ou é o resultado da aplicagdo de umas das regras de inferéncia MP, RA ou DC™.
Definigdo. Um férmula Z é um teorema de S se existe uma demonstragdo para Z.

Notagdio. Vamos indicar que existe uma demonstragéo da férmula Z no sistema S, ou
ainda, que Z é um teorema de S, por™:

+Z
Exemplo. Mostre que: (1) + X = X e (2) + ~~X = X.

P X=X PenX = X
1.|X Hipétese 1.|~~X Hipétese
2.| X Repetigdo 1 2.[~X = ~~XPf1
3. X—>XDC1-2 3.|~X = ~XPI

4|XRA23

5.~~X = X DC 1-4
Notemos que a férmula X — X é chamada de Principio da Identidade e abreviada por
PI e que ~~X — X é chamado de Principio da Dupla Negacdo.

Notemos que, na demonstragdo de ~~X — X, usamos tanto a regra de Prefixagdo (na li-
nha 2) quanto o Principio da Identidade (na linha 3). Assim, podemos ndo sé usar uma regra
derivada nas novas demonstragdes (como ho caso de Pf), como também os teoremas, ou seja
as férmulas jé demonstradas (como no caso de PI). Novamente, a ideia, de podermos usar
um teorema (em uma dedugdo ou demonstragdo) e que ho lugar dele poderiamos colocar toda
a sua demonstragdo, assim, no lugar da férmula 3 (PI), poderiamos colocar sua demonstra-
¢do, feita acima.

"S6 podemos repetir uma férmula se ela ndo estd sob uma hipétese jd utilizada em uma regra DC.

'S6 podemos aplicar essas regras a uma férmula se ela ndo estd sob uma hipdtese ja utilizada em uma
regra DC.

" Também aqui, em geral, usa-se o signo S, no sinal de demostragdo, i.e., rs Z, para indicar que se trata
de uma demonstragdo em S; e, também, para simplificar, vamos dispensar o uso do signo S.
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ALcuns Esquemas b Depbucio po Sistema S

Na ligdo anterior, demonstramos, no Sistema S,
+ X = X (Principio da Identidade - PI) e
+ ~~X = X (Principio da Dupla Negagdo - PDN)
e mostramos que sdo regras de inferéncia derivadas em S:
X—=VY,Y—>Z+ X— Z(Silogismo Hipotético - SH) e
Y + X — Y (Prefixagdo - Pr)

Nessa ligdo vamos exibir alguns esquemas de dedugdo em S que usaremos para mostrar
a corregdo, a corregdo inferencial, a completude e a completude inferencial de S. Em espe-
cial, vamos deduzir também todas as regras de inferéncias de nosso sistema de dedugdo na-
tural anterior e mostrar, assim, que podemos usd-las sempre que precisarmos, ou seja, va-
mos mostrar que:

S tem o mesmo poder dedutivo e demonstrativo que o sistema de dedugdo natural anterior

Proposigdo. No sistema S temos os seguintes esquemas de dedugdo.
X,~X +Y (Ex Contradictione Quodlibet - CQ)

~X+X—Y (Duns Scotus - DS)

~~X + X (Dupla Negagdo - DN)

X+ ~~X (Dupla Negagdo - DN)

X+ XvY (Adicdo - A)

Y+ XvY (Adigdo - A)

XvY,~X+Y (Silogismo Disjuntivo - SD)

XvY,~Y X (Silogismo Disjuntivo - SD)

X =Y ~Y—>~X (Contraposigdo - CP)

X=Y,~X->Y +Y (Segue do Terceiro Excluido - ST)

X, ~Y + ~(X—Y) (Negacdo do Condicional - NC)

XAY+ X (Simplificacdo - S)

YaXe X (Simplificacdo - S)

X,Y + XY (Conjuncio - €)

X, Y+ Y AX (Conjuncdo - C)

X—=VY,Y—=>X+ XY (Condicional para Bicondicional - CB)
X< Y+ X—Y (Bicondicional para Condicional - BC)

X oYY —>X (Bicondicional para Condicional - BC)

Os esquemas de dedugdo se encontram a seguir.
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X, ~X+ Y (CQ)
X Premissa

~Y = XPf1
~X Premissa
~Y = ~XPf 2
YRA 24

Ol hWN

X+ XvY(A)
X Premissa
~~X DN 1

~X—>YDS2
XvYDf.v3

AW~
w

X—=Y+ ~Y > ~X(CP)
X —Y Premissa

~~X Hipétese
XDN2

Y MP 1,3

~~X =Y DC 2-4

~Y Hipétese

~~X = ~Y Pf 6
~XRAB7

~Y — ~X DC 6-8

O ©NO O WN

XAY+Y(S)

X AY Premissa
~(X = ~Y)Df. a1
~Y Hipétese

X —~YPf3
ZCQ24

~Y >ZDC35
~Y Hipétese
X—>~YPf7
~ZCQ28
10~X = ~ZDC7,9
11.X RA 6,10

P NOOAWN

0

AN~

N o=

OhWON

O hwWwnN

~X+X—>Y(DS)
~X Premissa

X Hipétese
YCQ1.2
X—YDC2-3

Y XvY(A)
Y Premissa
~X—>YPf1

. XvYDf.v2

X=Y, ~X =Y+ Y (ST)

X — Y Premissa
~X =Y Premissa
~Y > ~XCP1

~Y = ~~X CP2
YRA 34

X,YrXaY(©)
X Premissa

Y Premissa

~~Y DN* 2

~(X = ~Y)NC13
XAYDf.A4

X, Y+ XAY(©€)
Idem acima

W N =

HPWON

HWON

. ~~X Premissa
. ~~X = XPDN
.XMP12

®NOOAWN

~~X + X (DN)

XvY,~X+Y(SD)
X v'Y Premissa
~X—=>YDf. vl

~X Premissa

Y MP 2.3

X, ~Y 1 ~(X = Y)(NC)
X Premissa

~Y Premissa
~~(X—>Y) > ~YPf2
~~(X = Y) Hipétese
X—>YDN4

Y MP 15 6.
~n(X—=Y) > Y DC4-6 7.
~(X—>Y)RA37 8.

9.

Ol h WN HWON

Ol b W N

X+ ~~X (DN)

X Premissa
~aaX = X PF 1
~naX — ~X PDN
~~XRA23

XvY,~Y+ X(SD)
X v Y Premissa
~X—=>YDf. vl

~Y Premissa

~X = ~Y Pf

X RA

XAY+X(S)

X A'Y Premissa
~(X = ~Y)Df. A1
~X Hipétese
X—>~YDS3
ZCQ24
~X—=>ZDC35
~X Hipétese

X —>~YDS7
~ZCQ28

10.~X = ~ZDC79
11X RA 6,10

X=Y Y—=>Xr XY (CB)

X =Y Premissa 1
Y — X Premissa 2.
X=> Y)Y = X)C1,2 3.
X~ YDf.a3

1
2.
3.

XY XY (BO)

X <Y Premissa

(X = Y)A(Y = X)Df.Al
X—>vs2

XYY —X(BC)
X <Y Premissa

(X = Y)A(Y = X)Df.A1
Yy—>XSs2
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O Sistema S E A REGRA DE DEMONSTRACAO CONDICIONAL

Definidos o sistema S, dedugdio e demonstragéo no sistema S, podemos estudar as pro-
priedades de S, em especial, em relagdo d dedugdo e d demonstragdo em S. Notemos que o
sistema S estabelece operagdes sobre signos (isto €, aplicagdo de regras de inferéncia so-
bre férmulas) e que estabelece um discurso que estd um nivel acima em relagdo aos argu-
mentos usuais da linguagem natural; a partir de agora, para estudar as propriedades desse
sistema, teremos um discurso sobre esse discurso, ou seja, um discurso de segundo nivel;
do ponto de vista cognitivo, faremos operagdes sobre operagges.

Notemos entdo que podemos afirmar o seguinte resultado.

Proposigdo. Se X + Z, entdo + X = Z.

Ou seja, se existe uma dedugdo de Z com premissa X, entdo existe uma demonstragdo
de X =Y.

Exemplo. Os resultados obtidos anteriormente: ~~X + X e r ~~X — X.

Para ver que vale, em geral, a Proposi¢do acima, observemos que, uma dedugdo de Z a
partir de X tem a forma:

1. X Premissa
¢ (passos da dedugdo de Z)
nz
Se, ao invés de considerar X como premissa, consideramos X como hipétese de uma re-
gra CD temos:
1.|X Hipétese
i (mesmos passos que acima)
n|Z
n+l. X > ZCD 1-n
Ou seja, para toda dedugdo X + Z, existe uma demonstragdo + X = Z.

Esse resultado pode ser generalizado como abaixo.
Proposigdo (DC): Se Xi, Xz, ..., Xk + Z, entdo X1, Xz, .., v Xk = Z
Com efeito, suponhamos que existe a dedugdo X1, Xz, ..., Xk + Z:

1. Xi Premissa Entdo, existe a dedugdo 1. Xi Premissa

2. Xz Premissa Xi, Xz, oy v Xk Z: 2. Xz Premissa
k-1. X1 Premissa k-1. X1 Premissa

k. Xk Premissa k. Xi Hipétese
k+m. Z k+m. Z

k+m+1 X = Z CD n-n+m
A proposigdo acima tem uma infinidade de aplicagdes é um resultado importante, pois
mostra como obter demonstragdes a partir de dedugdes, como, por exemplo, obter + (X—Y)
= (~Y—~X)) a partir de X—=Y + ~Y—=>~X (CP), ou ~X + X = Y (DS) a partir de ~X, X + Y
(€Q).
Notagdo. Observemos que vamos indicar as Proposi¢des acima apenas pelo termo De-
monstracdo Condicional, jd que se trata apenas de uma aplicagéo dessa regra.
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A Correcio INFERENCIAL DE S

Vamos, nesta ligéo, mostrar que o sistema de dedugdo natural S, definido na ligdo O Sis-
tema S de Dedugdo Natural para a Légica Proposicional Cldssica, é inferencialmente correto
(cf. a ligdo As Nogdes de Corregdo e Completude de um Sistema Formal), ou seja, vamos
mostrar a proposigdo CI abaixo.

Corregdo Inferencial (CI). Se Xi, Xz, ..., Xk + Z (existe dedugdo de Z em S a partir das
premissas Xi, X, ..., Xx,, entdo:

Se Xi, Xz, ..., X sdo verdadeiras, entdo Z é verdadeira.

Certamente, femos que:

CI vale para dedugdes com zero aplicagdes de regras de inferéncia.

Com efeito, em uma dedugdo X1, Xz, ..., Xk + Z com zero (henhuma) regra de inferéncia, a
conclusdo Z é uma premissa X;; e se as premissas sdo verdadeiras, X; é verdadeira e Z tam-
bémo é.

Vamos mostrar agora que:

Se CT vale para dedugdes com menos de n regras de inferéncia,

entdo CI vale para uma dedugdo com h regras de inferéncia.

Assim, mostraremos que:
CT vale para todas as dedugdes:
pois, como vimos,
CI vale para dedugBes com zero regras de inferéncia;
e se vale para zero, menos que uma regra de inferéncia, entdo,
CT vale para dedug8es com uma regra de inferéncia;
e se vale para zero e uma regra de inferéncia, menos que duas regras de inferéncia, entdo
CI vale para dedug8es com duas regras de inferéncia;
e se vale para zero, uma e duas regras de inferéncia, menos que trés regras, entdo
CI vale para dedug@es com trés regras de inferéncia;
e assim por diante.
Seja agora uma dedugdo Xi, Xz, ..., X« + Z com n aplicagdo de regras de inferéncia.
Notemos que, neste caso, a conclusdo Z resulta de férmulas que foram deduzidas das
premissas com menos de n regras de inferéncia. Essas férmulas serdo consideradas verda-
deiras, por hipétese, para, a partir dai, mostrar que Z tem que ser verdadeira; com isso,
mostraremos que:

Se CT vale para dedug8es com menos de n regras de inferéncia,
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entdo CI vale para uma dedugio com n regras de inferéncia.

Observagdo. Essa hipétese, de que CI vale para os casos anteriores, para, a partir dai,
mostrar que vale para os casos seguintes, é chamada de “hipétese de indugdo” e essa forma
de demonstrar uma proposigdo ¢ chamada de “demonstragéo por indugdo”.

Temos, entdo, trés casos para analisar, segundo a regra de inferéncia pela qual Z foi
obtida: (1) MP, (2) RA e (3) DC.

(1) No caso em que Z foi obtida por MP, Z sé pode ter sido obtida de férmulas do tipo ¥
eY — Z; ou seja, a dedugdio de Z é da forma

1. Xy Premissa

2. Xz Premissa
k. X« Premissa
%

myY-—->Z

m+1.Z MP |, m

Ora, mas, neste caso, houve dedugbes de Y e de Y — Z a partir das premissas Xi, Xz, ...,
Xk. E como essas dedugdes t&m menos que n regras de inferéncia, por hipétese de indugdo,
se as premissas Xi, Xz, ..., Xk sdo V, entdo Y é Ve Y — Z é V; e, como MP é um argumento
vdlido, conforme vimos, temos entdo que Z é V.

(2) No caso em que Z foi obtida por RA, Z sé pode ter sido obtida de férmulas do tipo
~Z —>Y éVe~Z— ~Y; ouseja, a dedugdo de Z é da forma

1. X; Premissa

2. Xz Premissa

k. X Premissa
l.~Z—>Y

m. ~Z = ~Y

m+l.ZRA I, m

Ora, mas, neste caso, houve dedugdes de ~Z — Y é V e ~Z — ~Y a partir das premissas
X1, Xz, ..., X«. E como essas dedugdes t&€m menos que n regras de inferéncia, por hipétese de
indugdo, se as premissas Xy, Xz, .., Xk sdo V, entdo ~Z > Y éVe~Z —> ~Y €V, e, comoRA é
um argumento vdlido, conforme vimos, temos entdo que Z é V.

(3) No caso em que Z foi obtida por DC, Z sé pode ter a forma Y — W (que é a forma
de uma conclusdo da regra de inferéncia DC) e a dedugdo de Z é da forma

1. X; Premissa
2. Xz Premissa

k. Xi Premissa

I.|Y Hipétese
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m. | w

m+l. Y > WCDI-m (Y > W éaférmula Z)

Ora, mas, neste caso, houve uma dedugdo de W a partir das premissas Xi, Xz, .., Xc e Y.
Como a dedugdo de W tem menos que n regras de inferéncia, por hipétese de indugdo, se as
premissas Xi, Xz, ..., Xk sdo V, temos que, se ¥ é V entdo W é V. Ou seja, neste caso, ¥ = W
tem que ser V (pois, se Y — W fosse F, W seria F, o que hdo ocorre); logo, como Y > W é Z,
Z tem que ser V.

Como analisamos os trés casos possiveis e, para todos eles, se as premissas Xi, Xz, ..., X«
sdo verdadeiras, a conclusdo Z é verdadeira, temos que CI vale para todas as dedugdes do
sistema S.

Notagdo. Em geral, denota-se que, se Xi, X, .., Xk s@o verdadeiras, entdo Z é verda-
deira, por:

X1, Xz, ey Xk FZ
Assim, uma das formas que se abrevia CI na literatura especializada é:
X1, Xoy vt Xk v Z= X1, Xz, 0, Xk Z

CI nos garante entdo que podemos usar o sistema S para fazer dedugdes, no sentido
que, toda dedugdo em S, que parte de premissas Xi, Xz, ..., X« e chega a uma conclusdo Z, ex-
pressa um argumento vdlido de premissas Xi, Xz, ..., Xk e conclusdo Z. Com isso, chegamos a
elaborar uma conceitografia para a Légica Proposicional Cldssica, ou seja, uma linguagem tal
que, apenas seguindo suas regras sintdticas (isto €, de manipulagdo de signos), temos garan-
tida a corregdo de nossos argumentos.
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A CORRECAO DE S

Vamos, nesta ligéo, mostrar que o sistema de dedugdo natural S, definido na ligdo O Sis-
tema S de Dedugdo Natural para a Légica Proposicional Cléssica, é correto (cf. Também a li-
¢do As Nogdes de Corregéio e Completude de um Sistema Formal). Ou seja, vamos mostrar a
proposigdo Co abaixo.

Corregdo (Co). Se existe demonstragdo em S de Z, entdo Z é uma tautologia.

Notemos que Co também pode ser expressa como
(Co") Se a férmula Z é um teorema de S, entdo Z é uma tautologia
pois, por definigdo, Z é um teorema de S se, e somente se, existe demonstragdo em S de Z.

Vamos mostrar Co por indugdo, isto €, vamos mostrar que Co vale para para demonstra-
¢Bes com uma regra de inferéncia e, depois, mostrar que: se Co vale para demonstragdes
com menos que n regras de inferéncias, entdo Co vale para demonstragdes com n regras de
inferéncia. Assim, mostraremos que Co vale para todas as demonstragdes de S.

Vejamos que: Co vale para demonstragdes com uma apenas uma regra de inferéncia.
Notemos que uma demonstragdo ndo tem premissas (diferente de uma dedugdo) e assim,

em uma demonstragdo com apenas uma regra de inferéncia, essa regra ndo pode ser MP ou
RA, pois estas regras partem de premissas.

Assim, em uma demonstragdo com apenas uma regra de inferéncia, essa regra sé pode
ser DC (a partir de uma hipétese); seja entdo X essa hipétese; logo, a tnica demonstragdo
possivel com uma regra de inferéncia é da forma:

1.|X Hipétese
2.| X Repetigdo 1
3. X—>XDC1-2
Como X — X é uma tautologia, temos que: Co vale para demonstragdes com uma apenas
uma regra de inferéncia.

Vejamos que: se Co vale para demonstragdes com menos que h regras de inferéncias, en-
tdo Co vale para demonstragdes com n regras de inferéncia.

Seja entdo uma demonstragdo da conclusdo Z com n aplicagdo de regras de inferéncia.

Temos entdo trés possibilidades, conforme a dltima regra aplicada foi: (1) MP, ou (2)
RA, ou (3) DC.

Analisemos as trés possibilidades.

(1) No caso em que Z foi obtida por MP, Z sé pode ter sido obtida de férmulas do tipo Y
eY — Z: ou seja, a demonstragdo de Z é da forma

Ly

myY—>2Z
m+1.Z MP |, m
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Ora, mas, neste caso, houve demonstragdes de ¥ e de Y — Z e como essas demonstra-
¢Oes tém menos que n regras de inferéncia, por hipétese de indugdo, ¥ e de Y — Z sdo tau-
tologias. Como MP é um argumento vdlido, conforme vimos, se Y e de Y — Z sdo sempre V
(tautologias), entdo Z é sempre V (tautologia).

(2) No caso em que Z foi obtida por RA, Z sé pode ter sido obtida de férmulas do tipo
~Z —>Y éVe~Z— ~Y; ouseja, a dedugdo de Z é da forma

lL.~Z—->Y

m.~Z =~y

m+1.ZRA |, m

Ora, mas, neste caso, houve demonstragdes de ~Z — Y é V e ~Z — ~Y. E como essas
dedugBes té€m menos que n regras de inferéncia, por hipétese de indugdo, ~Z — Y e ~Z —
~Y sdo tautologias; e, como RA é um argumento vdlido, conforme vimos, se ~Z > Y e ~Z —
~Y sdo sempre V (tautologias), entdo Z é sempre V (tautologia).

(3) No caso em que Z foi obtida por DC, Z sé pode ter a forma Y — W (que é a forma
de uma conclusdo da regra de inferéncia DC) e a dedugdo de Z é da forma

I.|Y Hipétese

m.|W
m+l. Y > WCED I-m (Y — W éaférmula Z)
Ora, mas, neste caso, houve uma dedugdo de W a partir de Y. Por CI, se Y é verdadeira,
entdo W é verdadeira, ou seja, o argumento com premissa Y e conclusdo W é vdlido, e sua
condicional associada Y — W ¢ tautologia; como Z é Y — W, temos que Z é uma tautologia.

Como analisamos os trés casos possiveis e, para todos eles, Z ¢ tautologia, temos que: se
Co vale para demonstragdes com menos que n regras de inferéncias, entdo Co vale para de-
monstragdes com n regras de inferéncia.

Assim, temos que Co vale para demonstragdes com uma regra de inferéncia e que, se Co
vale para demonstragdes com menos que n regras de inferéncias, entdo Co vale para de-
monstragdes com n regras de inferéncia; com isso temos que Co vale para todas as demons-
tragdes de S.

Notagdo. Em geral, denota-se que Z é uma tautologia, por:
FZ
Logo, uma das formas que se abrevia Co na literatura especializada é:
vZ = ¢Z

Temos, como consequéncia de Co a seguinte proposigdo.

Proposigdo (Consisténcia). O sistema S é consistente. Isto €, em S, ndo demonstramos
uma férmula X e a negagdo dela ~X.
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Com efeito, se X for demonstrdvel em S (X € teorema de S), entdo X é uma tautologia e
~X é uma contradigdo (pois como X é sempre verdadeira, ~X é sempre falsa); e assim, ~X
ndo é demonstrdvel em S.

Assim, Consisténcia e Co nos garantem que, na hossa conceitografia (o sistema S), ndo
demonstramos hada contraditério (é consistente) e, mais ainda, demonstramos o que é sem-
pre verdadeiro (tautologias).
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A CoMPLETUDE DE S
Vamos, nesta ligdo, mostrar que o sistema de dedugdo natural S definido anteriormente
é completo (cf. a ligdo As Nogdes de Corregdo e Completude de um Sistema Formal).

Antes, precisamos mostrar a seguinte proposi¢do que hos ajudard a mostrar a completu-
de e a completude inferencial.

Proposigdo (Dedugdo da linha da tabela-verdade). Dada uma linha da tabela-verdade
de uma férmula Z, com letras sentenciais X;, Xz, ..., Xk temos que:

X, X%, ., X* v ZF
em que
X* =X se X éV e Z*=ZseZéV
X*=~X;seX éF Z*=~ZseZ¢éF

Exemplo. A notagdo com estrela * acima nos permite referenciar as diversas linhas de
uma tabela-verdade ao mesmo tempo, por exemplo, para a tabela-verdade abaixo, a notagdo
Xi*, X2* + Z* expressa todas as dedugdes que estdo abaixo dela.

X X Z

A B|~A—B Xi*, Xo* v Z*
VoV v AB:~A—B
V F| v A ~Br~A—B
F v v ~A,B+ ~A B
F F| F ~A,~B i ~(~A = B)

Vamos mostrar a Proposigdo acima, de que Xi*, X2*, ..., Xi* + Z*, por indugdo no nimero
de conectivos de Z, isto é, vamos mostrar que:

(I) Xi*, X2*, ..., X* + Z* vale, se Z ndo tem conectivos (Z tem zero conectivos); e que,
(IT) se Xi*, X*, ..., X* + Z* vale para férmulas com menos que n conectivos,
entdo Xi*, Xz*, .., Xi* + Z* vale para uma férmula Z com n conectivos.

Com isso mostramos que Xi*, X*, .., Xi* + Z* vale para Z com qualquer nimero de conecti-
vos, ou seja, Xi*, Xo*, ..., X* + Z* vale para todas as férmulas.
(T) Z tem zero conectivos. Se Z ndo tem conectivos, entdo Z é uma letra sentencial, por

exemplo, a letra sentencial A. Na nossa notagdo acima, temos que X; é A, pois A € a Unica le-
tra sentencial de Z. Temos entdo a tabela-verdade abaixo.
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X1 Z

AlA X*+ Z*

<

v A+ A

-

F ~A+ ~A

E, como temos no sistema S as dedugées A + A e ~A + ~A (indicadas ao lado da tabela-

verdade acima) temos que X;* + Z*, ou seja, a Proposigdo acima vale no caso em que Z ndo

tem

vale

conectivos (Z tem zero conectivos).

(IT) Z com n conectivos. Suponhamos que Z tem n conectivos e que a Proposigdo acima,
para férmulas com menos que n conectivos (hipétese de indugdo).

O (ltimo conectivo na construgdo de Z é ~ ou —, ou seja, temos dois casos possiveis:
(1) Z é da forma ~Y (que indicaremos por Z = ~Y); ou
(2) Z é da forma Y — W (que indicaremos por Z =Y — W).
Para cada um desses casos, temos dois subcasos:
(a)ZéV: ou
(b)ZéEF.
Analisando os quatros subcasos possiveis, femos o seguinte.
(la)Z=~YeZéV.
Xi*, X2*, .., Xi* + Y* (por hipétese de indugdo, pois Y tem menos que h conectivos)
X%, Xo*, o, X& v ~Y (Y*=~Y,poisY éF, jGqueZéVeZz=~Y)
X*, Xo*, ., X v Z(Z=~Y)
Xe*, Xo*, .., Xi* + Z* (Z* = Z, pois Z é V)
(1b)Z=~YeZéF.
Xi*, X2*, .., Xi* + Y* (por hipétese de indugdo, pois ¥ tem menos que n conectivos)
X%, Xo*, ., X& v Y (Y* =Y, poisYéV, jdqueZEéFeZ=~Y)
Xi*, Xz*, ..., Xi* + ~~Y (Pela regra DN aplicada a Y)
X*, Xo*, ., XX v ~Z(Z=~Y)
X*, Xo*, ., X* v Z* (Z* = ~Z, pois Z é F)
(2a)Z=Y—>W eZéV.SeZéVeZ=Y —>W,entdo (i)Y é€Fou (i) WEV.
(i) X*, Xo*, .., X + Y* (por hipétese de indugdo, pois Y tem menos que n conectivos)
Xi*, Xo*, .., X& + ~Y (Y* = ~Y, pois Y é F, neste caso(i))
Xi*, Xz*, ., Xi* + Y = W (Pela regra DS aplicada a ~Y)
X%, Xo*, ., XE v Z(Z=Y > W)
Xi*, Xo*, .., X& + Z* (Z* = Z, pois Z é V)

(i) X*, Xo*, .., Xi* + W*(por hipétese de indugdo, pois W tem menos que n conecti-
vos)

-
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Xi*, Xo*, .., X& + W (W* = W, pois W é V, neste caso(ii))
Xi*, Xo*, .., X* + Y = W (Pela regra P aplicada a W)
X*, X, . X*FvZ(Z=Y—=>W)

Xi*, Xo*, .., Xi* v Z* (Z* = Z, pois Z é V)

(2b)Z=Y > W eZéF.Neste caso,comoZéFe Z=Y >W,YéVeWEF.

vos)

Xi*, Xo*, .., X* + W*(por hipétese de indugdo, pois W tem menos que n conecti-

Xi*, Xo*, ., Xi* v ~W (W* = ~W, pois W € F)

Xi*, X2*, .., Xi* + Y* (por hipétese de indugdo, pois Y tem menos que h conectivos)
X%, Xo*, ., Xk v Y (Y* =Y, poisY € V)

X*, X%, ..., X* + ~(Y = W) (Pela regra NC aplicada a Y e ~W acima)

X%, Xo*, ., X&E v ~Z(Z=Y > W)

Xi*, Xo*, .., Xi* v+ Z* (Z* = ~Z, pois Z ¢ F)

Ou seja, em todos os casos possiveis, temos que, se Xi*, Xz*, ..., Xi* + Z* vale para fér-

mulas Z com menos que nh conectivos, entdo Xi*, Xz*, ..., X* + Z* vale para uma férmula Z
com h conhectivos. Com isso, e com o resultado anterior de que Xi*, Xz*, .., Xi* + Z* vale
quando Z tem zero conectivos, mostramos que Xi*, Xz*, ..., Xi* + Z* vale para todas as fér-

mulas.

Podemos agora mostrar o resultado central desta ligdo.

Completude.

Se a férmula Z é uma tautologia, entdo Z é teorema de S, ou seja,

se a férmula Z é uma tautologia, entdo existe uma demonstragdo de Z em S.

Com efeito, seja Z uma tautologia e X, Xz, ..., X« as letras sentenciais de Z. Neste caso:

Xi*, Xo*, ., Xy* v Z(Z* = Z, pois Z é sempre V).

Quando Xy é V, temos

X*, Xo*, .., X Z

e pela Demonstragdo Condicional (veja a ligdo O Sistema S e a Regra de Demonstragdo

Condicional) temos

Xi*, X2*, o, Xid™ v X = Z.

E quando X« é F, temos

X%, X*, o, ~Xe v Z

e pela Demonstragdo Condicional (idem acima) temos

X1*, X2*, i Xia F ~ X Z.

Assim, a partir das premissas Xi*, Xz*, ..., Xi.r* temos uma dedugdo de Xy = Z e uma

dedugdio de ~Xc — Z e (juntado as duas dedugdes, que sdo uma sequéncia de férmulas, em
uma dnica uma sequéncia de férmulas), temos uma dedugdo de Xy > Z e~ Xy > Z , e, pela
regra Segue do Terceiro Excluido (veja a ligdo Alguns Esquemas de Dedugdo do Sistema S),
temos que existe uma dedugdo de Z a partir das premissas Xi*, Xz*, ..., Xi1*, ou seja,
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X*, Xo*, o, Xet* + Z

Se repetirmos o procedimento n-1 vezes para cada uma das premissas chegamos a:
v Z.

Ou seja, Z é teorema de S.

Temos entdo, que se Z é uma tautologia, entdo Z é teorema de S, ou seja, se Z é uma
tautologia, entdo existe uma demonstragdo de Z em S.

Uma das formas que se abrevia a Completude na literatura especializada é:
rZ = +Z

E com a Correcdo mostrada na ligdo A Corregdo de S, temos:
rZ < ¢ Z

Chegamos entdo a um importante resultado de que, na nossa conceitografia (o sistema
S), toda férmula que demonstramos é sempre verdadeira (tautologia), mais ainda, demons-
tramos toda férmula que é sempre verdadeira (tautologia).
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A CompLETUDE INFERENCIAL DE S

Vamos, nesta ligdo, mostrar que o sistema de dedugdo natural S definido anteriormente
¢ inferencialmente completo (cf. a ligo As Nogdes de Corregdo e Completude de um Siste-
ma Formal).

Completude Inferencial. Se o argumento com premissas Xi, Xz, .., Xk e conclusdo Y é
vdlido, entdo Xi, Xz, ..., Xk + Y (existe dedugdo em S de Y a partir das premissas Xi, Xo, ...,
Xi).

Com efeito, vimos, ha ligdo O Método da Condicional Associada, que se o argumento com
premissas Xi, Xz, ..., X« e conclusdo Y € vdlido, entéo sua condicional associada (X; A Xz A ... A
X«) = Y é uma tautologia. Se (X1 A Xz A ... A Xi) = Y € tautologia, entdo, devido a Completu-
de de S, existe uma demonstragdo de Y em S. Considere entdo uma dedugdo que com pre-
missas Xi, Xz, ..., Xii

1. X; Premissa

2. Xz Premissa

3. X3 Premissa

k. X« Premissa

kel (Xi A X2) € 1,2

k2. (X1 A X2) A X3) C k+1, 3

k3. (X1 A X2) A X3) A Xa) C k2,4

ktk-1. (.((X1 A X2) A X3)... A Xi)) C k+k-2, k

: (aqui entra a demonstragdo, com m linhas, da tautologia abaixo, que existe, devido a Completude de S)
kk-1#m. (Xi A Xz A o AX) 2 Y

k+k+m. Y MP k+k-1, k+k-1+m

Logo, se o argumento com premissas Xi, X, ..., Xk e conclusdo Y € vdlido, entdo X1, X, ...,
Xk + Y (existe dedugdo em S de Y a partir das premissas Xi, Xz, ..., X).

Na literatura especializada, uma das formas de escrever a completude inferencial é:
X, Xoy oy Xk b Z = X1, Xzy oy Xk + Z

E com a Correcdo Inferencial mostrada na ligdo A Correcdo Inferencial de S, temos:
Xi, Xy oy X v 2 Xy, Xz, ooy Xk Z

Com isso, chegamos ao importante resultado de que, na nossa conceitografia (o sistema
S), toda dedugdo constitui uma inferéncia védlida e, mais ainda, existe uma dedugdo em S
para toda inferéncia vdlida.
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Outras Léercas®

Antes de tratarmos de outras légicas, ou ainda, de outras formas de raciocinio, retome-
mos o que vimos sobre a forma de raciocino até aqui considerada.

Vimos, até aqui:

(1) uma teoria formal, ou sistema formal, o sistema S, no qual podemos expressar dedugdes,
demonstragées e teoremas;

(2) que, ao sistema S, podemos atribuir uma semdntica (de tabelas-verdades) em que cada
sentenga (férmula):

(1.1) é verdadeira (V) ou falsa (F);

(1.2) ndo pode ser verdadeira (V) e falsa (F) ao mesmo tempo;

(1.3) e cada sentenca ou é uma sentenga elementar (letras sentenciais) ou é uma combinagdo
destas por meio de conectivos vero-funcionais, isto €, termos que expressam relagdes cujo
valor-verdade é fungdo do valor-verdade de suas componentes;

(3) que,em S:

(3.1) os teoremas de S sdo exatamente as férmulas que sdo sempre verdadeiras (tautolo-
gias), conforme os resultados de Corregdo e Completude; e

(3.2) as inferéncias vdlidas sdo exatamente aquelas para as quais existe uma dedugdo, con-
forme os resultados de Corregdo Inferencial e Completude Inferencial.

Usamos, com frequéncia, raciocinios em que proposig8es sto consideradas ou verdadei-
ras ou falsas, em especial, quando buscamos um conhecimento que expde o que ocorre (V)
em oposigdo ao que ndo ocorre (F). Vimos ainda como as relagdes entre essas proposicdes
podem ser expressas por conectivos vero-funcionais. Devido a esses fatores, a forma de
raciocinio descrita pelo sistema S é chamada de Légica Proposicional Cldssica.

Nesse sentido, os itens acima listados nos mostram que o sistema S expressa correta e
completamente a Ldgica Proposicional Cldssica, lembrando ainda de que existem outros sis-
temas formais que expressam de forma correta e completa a Légica Proposicional Cldssica;
neste caso, esses sistemas sdo equivalentes entre si, bem como equivalentes ao sistema S,
Jjd que t&m o mesmo conjunto de teororemas (tautologias) e o mesmo conjunto de dedugdes
(aquelas que expressam argumentos vdlidos).

Nesse sentido, podemos entender o porqué as “leis de pensamento” ou “principios” abai-
xo sdo considerados fundamentais e porque a linguagem e os sistemas vistos até aqui sto
adequados para expressd-los.

- Principio da Néo-Contradigdo: ~(XA~X).

- Principio do 3° Excluido: Xv~X.

- Principio da bivaléncia: Xvv~X (que é uma conjungdo dos dois principios acima).
- Principio(s) da Identidade: X—>X e X—X.

® Recomendagdo de Leitura: Mortari, 2001, Cap. 18 (do qual foi retirado boa parte da discusséo sobre 16 -
gicas ndo cldssicas feita aqui).
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Léercas Nao-ClLissicas

Podemos conceber, como veremos a seguir, outras formas de raciocinio, além da cldssica
descrita acima. Essas formas de raciocinio sdo chamadas de ndo-cldssicas e o seu estudo é
chamado de Légicas Ndo-Cldssicas. 6rosso modo, podemos dividi-las como abaixo.

- Légicas Complementares ou Ampliadas ou Estendidas (se elas admitem mais principios
que os cldssicos).

- Légicas Alternativas ou Heterodoxas (se ndo admitem alguns dos principios cldssicos
ou propde outros contrdrios).
Notemos que essa divisdo ndo é exaustiva, pois podemos ter uma légica que, por um lado,

admite mais principios que os cldssicos e, por outro, deixa de admitir algum(ns) deles. Ve-
jamos, a seqguir, alguns exemplos de légicas ndo-classicas.
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Outras Ldercas - Léercas PoLIvaLENTES

A Lderca TRIVALENTE DE KLENNE

Vimos que, pelo Principio da Bivaléncia, uma proposi¢do dever ser considerada ou verda-
deira ou falsa, temos assim apenas dois valores-verdades possiveis: V ou F.

Mas serd que essa € a Unica forma de raciocinio vdlida? Serd que podemos admitir uma
outra forma vdlida de raciocinio, com mais de dois valores-verdade possiveis? Essas ques-
tdes nos leva a consideragdo das Légicas Polivalentes (Poli = muitos; Polivalentes = muitos
valores-verdade).

Comecemos considerando uma Iégica com trés valores verdade para qualquer proposigdo
X:

V - Sabemos que X é verdadeira;
F - Sabemos que X é falsa;
I - Ndo sabemos o valor-verdade de X

Exercicio. A partir da tabela-verdade dos conectivos cldssicos, preencha a tabela-ver-
dade abaixo.

X | ~X X | Y | XAY | XY | X=>Y
V| F Viv| Vv
I|TI VI I v
FlV V|F F
I, v| I
I|I I
I F I
FlV| F
FlI I
F|F v

Notemos entdo que, nessa nova légica, ndo existem tautologias. Com efeito, sempre que
todas as componentes de uma férmula t€m valor I, o resultado da férmula é I; logo, dada
uma férmula qualquer, ela terd valor-verdade I na linha em que todas as suas letras senten-
ciais sdo I. Logo, tfambém ndo hd um sistema formal para expressar tautologias.

Veremos, mais adiante, que existem questdes légico-matemdticas, com apenas duas solu-
¢Bes possiveis, digamos S1 e S2, tais que, para qualquer algoritmo:

(1) se a resposta a questdo é S1, o algoritmo chega a essa resposta;
(2) se a resposta a questdo é S2, o algoritmo ndo chega a uma resposta.
O diagrama abaixo representa uma situagdo deste tipo:
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7 S1 — oalgoritmo chega a essa resposta
Questdo — Resposta ou

N S2 — o algoritmo ndo chega a uma resposta
Podemos ver entdo, como propds o légico e matemdtico Stephen C. Kleene (1909 - 1994),
que o valor I, discutido anteriormente, pode expressar a indecidibilidade |égico-matemdtica
(notemos entdo que I expressa o caso (2) acima, enquanto que V e F sdo relativos ao caso
(1), no qual a questdo tem uma resposta).

A Léeica TRIVALENTE DE tukASIEWICZ

A Légica acima representa o caso em que I indica a ignordncia a respeito do valor-ver-
dade cldssico de X. Podemos também considerar uma légica trivalente na qual, para qualquer
proposi¢do X, temos:

V - X é verdadeira;

F - X é falsa;

I - X ¢ indeterminada ontologicamente (ou seja, ndo é que X é V ou F e ndo sabemos,
mas X é indeterminada de fato; I é um valor-verdade ontologicamente tdo legitimo quanto
os outros dois, V ou F).

Uma ldgica desse tipo foi proposta pelo ldgico polonés Jan tukasiewicz (1878-1956),
chamada de t; (3 devido aos trés valores-verdades), para tratar da questdo dos futuros
contingentes.

Com efeito, notemos que o Principio da Bivaléncia leva a considerar que ocorre uma as-
sergdo sobre um evento futuro ou ocorre a sua negagdo.

Mas o futuro ndo é contingente? Como podemos jd o considerar como determinado?

Nesse sentido, tukasiewicz introduziu as interpretagées abaixo dos conectivos, consi-
derando que os eventos futuros sdo ontologicamente indeterminados.

X | ~X X | Y [ XAY[XVvY[X>Y
V] F V|V \4 v \4
I I VITI \4 I I
Fl VvV V|F v F F
I|V 4 F \4
I|I I I v
I|F I F I
FlV \4 F \4
F|TI I F \4
F|1F F F \4

Notemos que a tabela-verdade acima é quase idéntica & estudada anteriormente; a tnica
diferenca (indicada por *) é que T — I é V, ou seja, temos que é verdadeiro que o ontologi-
camente indeterminado (I) implique o ontologicamente indeterminado (I).

Notemos que nessa légica, temos tautologias, como a férmula X — X.

Na medida em que as férmulas que sdo tautologias dessa légica tem que ser verdadeiras
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para todas as linhas das tabelas-verdades, inclusive para as linhas que tem apenas valores-
verdade cldssicos (V ou F), entdo as tautologias dessa Idgica sdo também tautologias cldssi-
cas. Entretanto, o inverso ndo ocorre, ou seja, nem toda tautologia cldssica é tautologia
dessa légica, como podemos ver do exercicio abaixo. Ter uma implicagéio é condigdo neces-
sdria para que uma tautologia cldssica seja uma tautologia nessa lgica, isso pode ser inter-
pretado no sentido de que férmulas s@io sempre verdadeiras apenas se expressar uma rela-
¢do hipotética entre proposigdes, pois, ho futuro as proposi¢des ndo estdo determinadas,
apenas suas relagdes de implicagdo.
Exercicio. Faga as tabelas-verdades das férmulas abaixo.
MX—X @)X v ~X (3) ~(X A ~X)
@ X = ~X) B (~X = X) 6) (X = ~X) A (vX = X)
Veja que, em t3: vale o Principio da Identidade (pois ele é sempre verdadeiro, conforme
o item (1)) ndo vale o Principio do 3° Excluido (pois ele ndo é sempre verdadeiro, conforme
o item (2); ndo vale o Principio da Ndo-Contradigéo (pois ele ndo vale para os eventos futu-
ros, isto €, quando X ¢ I, conforme o item (3)); e a férmula do item (6) permite expressar o
indeterminado em nossa linguagem artificial pois essa formula é V quando X ¢ I, e é F em
todos os outros casos.
Notemos que, se X = Y e X sdo ambas V (primeira linha da tabela-verdade acima do co-
nectivo —), entdo Y é verdadeira. Ou seja, vale a regra Modus Ponens.
Exercicio. Mostre que sdo tautologias: (1) X AY) > X e (2) X > (X vY)
Em 1931, M. Wajsberg mostrou que se definirmos as féormulas X v Y =gt (X—=Y) = Y),
X AY izgr ~(*X v ~¥) e X Yizg (X = Y)a (Y = X), temos o seguinte sistema formal
parats.
Axiomas para ts:
(X=Y) = ((Y=2) > (X=2)
(~x%~y) — (\/~>)()
(X=~X) = X) = X
Regra de Inferéncia parats: Modus Ponens

Léercas N-VAaLENTES E Léercas DiFusas

Por fim, notemos que podemos considerar |égicas com n valores-verdade, chamadas de
légica n-valentes. Por exemplo, tukasiewicz propds uma sequéncia de Iégicas ¢, tal que cada
t. é uma légica n-valente. Podemos ainda considerar uma légica infinito-valente (como tam-
bém propds tukasiewicz), na qual cada proposigto tem um valor-verdade que é um ndmero
entre 0 e 1; O indicando o valor-verdade Falso e 1 o valor-verdade Verdadeiro. Umas das in-
terpretagdes possiveis de tal Iégica seria a probabilista, na qual, por exemplo, se o valor da
proposigdo A € 0,50, entdo A tem a probabilidade de 50% de ocorrer.

Consideremos ainda a seguinte questdo: qual o minimo nimero de grdos de arroz sdo ne-
cessdrios para se fazer um monte de arroz?

Notemos que se:
(1) um grédo de arroz ndo é um monte de arroz; e

(2) se n grdos de arroz ndo sdo um monte de arroz, entdo n+1 grédos de arroz ndo sdo um
monte de arroz;
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entdo ndo exite um monte de arroz. Com efeito: um grdo ndo é um monte de arroz; dois
grdos ndo stio um monte de arroz, trés grédos ndo sdo um monte de arroz, etc.

Uma das formas de tratar tais raciocinios, chamado de Paradoxo de Sorites, ou ainda,
de tratar, com conceitos imprecisos, como, por exemplo, “x é musico” (com efeito, quando
diriamos que x é musico é verdadeira ou falsa?), é supor que o valor-verdade da sentenga "n
grdos de arroz sdo um monte de arroz” é difuso, ou seja, ndo é apenas V ou F, mas, por
exemplo, é um nimero entre O e 1. O estudo de tais formas é chamado de Légica Fuzzy ou
Difusa e foi proposta por Lotfi Askar Zadeh, nascido em 1921 (para uma breve introdugdo a
Légica Difusa, veja Feitosa e Paulovich 2005, Apéndice)
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Outras Lbe1cas - LdeIcas ba RELEVANCIA E PARACONSISTENTES

Léerca pa RELEVANCIA

Vimos (na ligdo A Implicagdo Material e seus Paradoxos) que existem sentengas que
contém implicages materiais e que parecem contradizer a nogdo intuitiva de implicagdo ex-
pressa por “se ... entdo _", ou seja, os chamados Paradoxos da Implicagdo Material.

Por exemplo, sentengas da forma (X — Y) v (Y — Y) sdo tautologias, como:

Se chove nho Brasil, entdo chove no Japdo, ou, se chove no Japdo, entdo chove no Brasil.

Considerando, dedugdes, vimos, por exemplo, que dedugdes da forma X + ¥ — X sdo vdli-
das (Regra da Prefixagdo), como:

Chove no Brasil. Logo, se chove no Japdo, entdo chove no Brasil.

Analisemos a dedugdo X + ¥ — X na Légica Cldssica. Vamos colocar na frente de cada
férmula o indice da premissa ou hipétese da qual ela depende (quando ela for uma premissa
ou hipétese, colocamos o préprio nimero dela na frente)

1. X Premissa

2. |Y Hipétese {2}

3. |X Rep 1{1}

4. Y —> XDC3-6{1}

Notemos que a dedugdio que permite a aplicagéo da regra DC comega na férmula 2 (hi-
pdtese) e fermina na férmula 3, mas a férmula 3 ndo foi inferida a partir de 2.

A pesquisa de sistemas ldgicos que superassem tais paradoxos deu origem a Ldgica da
Relevdncia. De forma breve, podemos dizer que, segundo a Légica da Relevéncia, devemos
considerar que existe uma implicagdo quando as premissas sdo relevantes para a conclusdo.

X=>(Y—=>2)+Y>X—2)

1. A — (B — C) Premissa {1}

2. |B Hipdtese {2}

3 A Hipétese {3}

4 B — C MP 1,3 {1,3} Notar que para chegar em C precisamos de 1 e 3 acima.
5. MP 2,4 {1,2,3} Notar que para chegar em C precisamos de 1, 2 e 3 acima.
6. A—>CDC3-5
7.B—>(A—>C)DC2-6

X =Y Premissa {1}
Y — Z Premissa {2}
X Hipétese {3}
Y MP1,3{1,3}
ZMP25{123}
X—>ZDC3-6{1,2}
Para exemplificar a nogdio de relevéncia, considere a dedugto (X = Y), (Y = Z) + (X —
Z). Vamos, na frente de cada férmula da dedugdo colocar o conjunto dos indices das premis-
sas ou hipéteses que sdo relevantes para a sua dedugdo. Assim, por exemplo, na dedugto

Noown R
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abaixo, o conjunto {1,3} indica que férmulas 1 (premissa) e 3 (hipétese) sdo relevantes para
a obtengdo da férmula 5.
1. X — Y Premissa {1}
. Y — Z Premissa {2}
. | X Hipétese {3}
. |Y MP1,3{1,3}
. |ZMP25(1.23}
. X—>ZDC3-6{12}

Notemos entdo que, para que a dedugdo seja relevante, s6 podemos aplicar a regra DC
se a hipétese da regra (no caso, férmula 3) é relevante para a férmula logo anterior & con-
clusdo da regra DC (férmula 6; no caso, a hipétese é relevante para ela). Notemos também
que a conclusdo da regra DC (ho caso, férmula 7) ndo depende da sua hipétese (férmula 2).

NOoOOwmN

Notemos entdo que a hipétese (férmula 2) ndo é relevante para Ultima férmula antes da
conclusdo da Regra DC (férmula 3), assim, segundo a Légica da Relevdncia, ndo podemos apli-
car a Regra DC.

Qual sistema formal é entéo correto e completo em relagdo a essa hogdo de relevancia?

Se o Unico conectivo da linguagem for a implicagdo “—", um sistema correto e completo
¢é aquele que tem a Regra Modus Ponens e os quatro esquemas de axiomas:

BHX—->X

@X=>Y->D]> Y > X~ 2)

3 (Y=2) = [(X=Y) > (X ~2)]

BHX=> 2D (X~ Y)> (X 2)]

No caso da Ldgica da Relevéncia, os outros conectivos ndo podem ser definidos a partir
da implicagdo e da negagdio, como no caso da Légica Cldssica.

Obtemos um sistema correto e completo envolvendo os demais conectivos adicionando
os seguintes esquemas de axiomas:

(B) (XAY) = X

6) (XAY) =Y

(7) [(X=Y) A (X=2)] = [X=(YAZ)]

B)X—>(XvY)

@Y—-=>XvY)

(10) (X=2) A (Y=2D)] = [(XVvY) > Z]

AN XA Y VvDI=[(XAY)vZ]

(12) (X = ~X) > ~X

(1A3) (X = ~Y) = (Y = ~X)

(14) ~~X — X

Os sistema formais para a Légica da Relevéncia, jd no caso proposicional, hdo sdo deci-
diveis, ou seja, diferente da Légica Cldssica em que existe um algoritmo para determinar
seus teoremas (que sdo exatamente as tautologias, entdo, por exemplo, a tabela-verdade é

um tal algoritmo), demonstrou-se que ndo existe um algoritmo que determine os teoremas
da Légica da Relevdncia.
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Exercicios.

(1) Avalie o PT e mostre que ele é pode ser obtido por Demonstragdo Condicional respei-
tando a relevdncia (dica: veja a demonstragdo feita anteriormente, no Sistema S, e analise
a relevdncia da hipétese para cada férmula colocando o conjunto de indices como feito no
inicio desta segdo).

(2) Mostre que os axiomas de (1) a (4) podem ser demonstrados usando a Demonstragdo
Condicional respeitando a relevdncia (coloque na frente da cada férmula o conjunto de indi-
ces das hipdteses relevantes para ela).

Léecrcas PARACONSISTENTES

Uma caracteristica interessante das lgicas da relevancia é que nelas ndo vale a Regra
Ex Contradictione Quodlibet vista anteriormente: X, ~X+ V.

A ideia aqui € que, neste caso, X ndo € relevante para a dedugdo da premissa Y.

Notemos entdo que nas légicas da relevéncia valem menos principios que no caso da Légi-
ca Cldssica, por exemplo, na Ldgica da Relevénica ndo vale as Regras Ex Contradictione
Quodlibet e Prefixagdo.

Légicas para as quais ndo vale a Regra Ex Contradictione Quodlibet sdo chamadas de Lé-
gicas Paraconsistente.

As Ldgicas Paraconsistentes sdo importantes no Brasil, pois nosso légico mais famoso
Newton Carneiro Affonso da Costa foi um dos pioneiros do estudo desses sistemas no mun-
do.
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Outras Léeicas - Léeicas EsTeNpIbas

Ldercas Mobars

Nessas Idgicas, estendemos a linguagem com novos simbolos, como, por exemplo, os da
tabela abaixo.

Operadores Exemplo
Légicas Aléticas ot E necessdrio que oX: E necessdrio que X
[de &AnBeia] 01 E possivel que OX: E possivel que X
Légicas Dednticas | O: E obrigatério OX: X ¢ obrigatdrio
[de Deontologial P E permitido PX: X é permitido
Légicas Epistémicas | K: Sabe-se que KX: Sabe-se que X
B: Acredita-se que BX: Acredita-se que X

Légicas Temporais | F: No futuro, serd o caso que | FX: Ocorrerd X
P: No passado, foi o caso que | PX: Ocorreu X
H: Foi sempre o caso que HX: Foi sempre o caso que X

G: Serd sempre o caso que GX: Serd sempre o caso que X

Exemplo. Na légica temporal temos:

Teoremas:

6X —FX (Se serd sempre o caso que X, entdo, no futuro, serd o caso que X)
HX—PX (Se foi sempre o caso que X, entdo, ho passado, foi o caso que X)

Regra de Inferéncia:

X+ FPX (ocorre X; logo, no futuro, serd o caso que, no passado, foi o caso que X)

Notemos que os operadores acima ndo podem ser definidos simplesmente em fungdo do
valor-verdade da sentenga X; por exemplo, se =X é V (X é necessdrio), entdo X é V; mas,
ndo ¢ o caso de que se X é V, entdo =X é V (X é necessdrio), pois X pode ser uma verdade
contingente, como chove (quando estd chovendo). Por isso tais operadores sdo chamados de
operadores intensionais, em oposi¢do aos operadores extensionais ou vero-funcionais, como
0s conectivos.

Uma propriedade interessante nas Iégicas aléticas e dednticas é a Dualidade:
~o~v X e OX ~0 ~ X < PX
~O~vX o oX ~P~X e OX

Semdntica de Mundos Possiveis ou Semdntica de Kripke (inspirada em Leibniz).

Consideremos, como abaixo, trés mundos possiveis, wi, w. e ws, hos quais, respectiva-
mente, sdo verdades {A}, {B} e {A, B}. As setas indicam a chamada_relacdo de acessibilida-
de entre os mundos; nesse sentido: w; "enxerga” wi, w. e w;; W, “"enxerga” ws; e, w; “enxer-
ga" sé a si préprio.
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[Desenho]

Nessa interpretagdo, podemos definir:

5 X em um mundo w se, e somente se, X é V em todos os mundos acessiveis aw; e
OX em um mundo w se, e somente se, X é V em algum mundo acessivel a w.
Exercicio. Determine se ??

Quais seriam os axiomas para a Légica Modal? Por exemplo, serd que o X=X (se X é
necessdrio, entdo é necessdrio que X seja necessdrio)?

Vemos assim que vdrias nogdes de necessidade e possibilidade Iégicas podem ser consi-
deradas (e estudadas), em fungdo dos axiomas propostos, como os abaixo.

K: o(X=Y) = (cX—aY)
T: 0 X—X

4: o X—ooX

5: OX— 00X

Notemos que como OX = ~o ~ X, os axiomas acima também definem axiomas para o pos-
sivel ¢, chamados de axiomas duais (que ndo trataremos aqui).

Notemos também que, usualmente, a légica proposicional subjacente é a cldssica (por
isso essas légicas modais sdo chamadas de estendidas), logo, toda tautologia deve ser teo-
rema de nosso sistema axiomdtico proposto (assim, temos outras axiomas e regras de infe-
réncia que garantem a demonstragdo de todas as tautologia, como as do sistema S visto
anteriormente).

Também, nos sistemas chamados normais, admitimos a seguinte regra de inferéncia (se
X é teorema; logo, X é necessdrio).

Regra de necessitagdo:
X

FoX

A combinagdo dos axiomas acima constitui diversos sistema modais como os abaixo (con-
siderados na literatura da drea).

Sistemas:

KD=K+D

T=K+T

B=T+B=K+T+B

S4:=-T+4:=K+T+4

S5=T+5

Légica temporal também pode usar essa semdntica: relagdo de acessibilidade é transiti-
va (isto ¢, se x é acessivel ay e y a z, entdio x é acessivel a z). Em geral, axiomas determi-
nam propriedades da relagéio de acessibilidade. Por exemplo, a semdantica de mundos possi-
veis nas quais valem os axiomas T e 4 sdo aquelas em que as relagdes de acessibilidade tem,

respectivamente, a propriedade reflexiva (isto é, todo mundo é acessivel a si préprio) e
transitiva.
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A ANALIsE INTRA- SENTENCIAL

Para entendermos a necessidade da andlise intra-sentencial, consideremos o argumento:
Todo homem é mortal.
Ora, Sécrates é homem.
Logo, Sécrates é mortal.

O argumento acima sem divida é um argumento vdlido, pois, se suas premissas sdo admi -
tidas como verdadeiras, entdo sua conclusdo tem que ser admitida como verdadeira. Mais
ainda, isso se dd devido a sua forma:

Todo Hé M.
Ora,a é H.
Logo,a é M.

Notemos, porém, que o argumento é vdlido devido & forma de composigdio dos termos e
ndo devido a forma de composigdo de sentengas, pois, se fizermos a andlise do argumento
acima com o que estudamos até agora, como todas as sentengas que compde o argumento
sdo sentengas simples e diferentes entre si, obtemos:

A
B

(4

que ndo é um argumento vdlido, j& que o valor de C na formalizagdo ndo depende em nada do
valor de A e B.

Dai a necessidade de um novo instrumental para analisar a validade dos argumentos
como acima. E o que vamos fazer nessa nova parte.

Para esse estudo, vamos introduzir uma nova linguagem artificial, chamada de linguagem
de primeira ordem. A nossa linguagem serd composta de:

1. Constantes Individuais

2. Varidveis Individuais

3. Predicados n-drios

4. Quantificadores

5. Conectivos (jd vistos anteriormente)

Vejamos, nas ligdes a seguir, o que constitui cada um desses elementos.
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ANALTSE INIcTAL DA PrOPOsICA0: CONSTANTES, VARIAVEIs E PREDICADOS

Como nha Légica Proposicional, vamos usar um sistema de signos para representar (abs-
tratamente) e analisar as possiveis formas de relagdes entre os termos.

Assim, comecemos com a questdo: como formalizar a sentenga a seguir?

Sécrates é homem
Podemos, por exemplo, usar o signo “a" para designar Sécrates e o signo *H" para desig-
nar mortal. Assim, a sentenga acima fica:
aéH
Vamos entdo analisar o significado de cada um desses termos.

Quanto ao signo "a”, sabemos o que ele designa: o préprio individuo Sécrates que viveu
na Grécia Antigua. Assim, temos uma importante classe de termos, definida a seguir.

Definigdo. Um signo usado para indicar um individuo determinado é chamado de cons-
tante individual.

O termo “constante” indica que, durante nossa andlise, tal sigho sempre nomeard o indi-
viduo considerado, ou seja, ndo haverd mudanga do individuo que é designado por esse signo.

Notagdo. Como constantes individuais, vamos letras mindsculas do inicio do alfabeto: a,
b, c etc.

Exemplos. a = Sécrates; b = Platdo; e ¢ = Zeus.
E quanto ao signo "H"?

Em geral, em Filosofia, se diz que H designa um universal. Mas o que significa isso de um
ponto de vista ldgico-matemdtico?

Para investigar o sentido de “"H", vamos substituir, na sentenga inicial, o termo "Sécra-
tes" por um termo varidvel "x", que indica a possibilidade de substituir “x" por qualquer ter-
mo determinado. Assim temos:

X é homem

Definigdio. Um signo usado para indicar um individuo indeterminado é chamado de varid-
vel individual.

O termo “varidvel" indica que tal signo ndo designa um individuo determinado, mas pode
ser substituido por qualquer constate individual.

Notagdo. Como varidveis individuais, vamos usar letras mindsculas do final do alfabeto:
X, Y,z

Notemos entdo que a expressdo "x é homem" acima ndo é nem verdadeira nem falsa, mas
serd verdadeira ou falsa ao substituirmos "x" por uma constante individual:

/" aé homem = Sécrates é homem = V
x é homem — b é homem = Platdo é homem = V
N\ ¢ é homem = Zeus é homem = F
N efe.
Assim, o fermo "homem" ou, como usamos acima, o signo "H", podem ser vistos como de-
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signando uma fungdo que leva objetos a proposi¢des, ou ainda, aos valores-verdades V ou F.

Notagdo. Em correlagdo com a notagdio das fungdes matemdticas, vamos escrever
H(x)
para denotar
x € homem.
Assim, temos que
H(x) = x € homem
H(a) = Sécrates é homem = V

H(b) = Platdo é homem = V

H(c) = Zeus é homem = F

De forma geral temos

Definigdio. Um signo usado para indicar um universal é chamado de predicado.

Notagdo. Vamos usar como predicados as letras maidsculas: A, B, C, ..., Z.

Exemplos. H = homem; M = mortal; e F = filésofo.

Podemos agora expressar uma proposi¢do em nossa linguagem:

As expressdes H(a), H(b) e H(c) acima designam, respectivamente,
Sécrates é homem, Platdo é homem e Zeus é homem.

Comegamos entdo a ter os elementos necessdrios para definir as férmulas de nossa nova
linguagem. Notemos que se X é um predicado e t € um termo (isto €, uma constante individu-
al ou uma varidvel individual), entdo X(t) é uma férmula.

Dicressio: o CoNcerTo

Compreensdo:  aquilo que permite distinguir entre aplicagdo e ndo aplicagdo

2 do conceito
Conceito - Conceito # Imagem
(designado por - Conhecimento Conceitual # “Conhecimento” Imagético
um predicado) - Conhecimento Conceitual # Mito

N Extensdo: conjunto-verdade

De uma forma bem geral, notar que se estabelecéssemos a compreensdo dos predicados “x
é belo" ou "x é bom", teriamos resolvido, por exemplo, os principais problemas da estética
ou da ética.
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PrepICADOS N-ARIOS

Notemos que as relagdes também podem receber o mesmo tratamento que fizemos an-
teriormente.

Considere a sentenga:
Sécrates é mestre de Platdo.
Da mesma forma que antes, podemos substituir "Sécrates” e “Platdo" por varidveis indi-
viduais obtendo:
x é mestre dey

Notemos que essa expressdo também néo é nem verdadeira nem falsa, mas serd verda-

deira ou falsa ao substituirmos "x" e “y" por constantes:

/" aé mestre de b = Sécrates é mestre de Platdo = V
x émestredey — b émestredea = Platdo é mestre de Sicrates = F
. aé mestre de c = Sécrates é mestre de Zeus = F
N\ etc.
Assim, fambém o termo “"mestre” pode ser visto como uma fungdo: sé que, diferente dos
predicados anteriormente analisados, "mestre" leva pares de individuos & proposigdes, ou
ainda, aos valores-verdades V ou F.

Notagdo. Em correlagdo com a notagdo matemdtica, vamos escrever
M(x.y) ou xMy

para denotar
X é mestre de Y.
Assim, temos que
M(x,y) = xMy = x é mestre de y
M (a, b) = aMb = a é mestre de b = Sécrates é mestre de Platdo = V
M (b, a) = bMa = b é mestre de a = Platdo é mestre de Sécrates = F
M (@, ¢) = aMc = a é mestre de b = Sécrates é mestre de Zeus = F
etc.
Notemos que a relagdo "mestre” acima pode ser vista como um predicado definidos para
dois elementos; por isso relagdes entre dois elementos sto chamados predicados bindrios.
Da mesma forma, relagdes entre trés elementos, como, por exemplo, x ensinou y a z, sdo
chamadas predicados terndrios. Podemos continuar, considerando n elementos, como abai-
X0.
Definigdio. Um signo usado para desighar uma relagdo entre n elementos é chamado de
predicado h-drio.
Notagdio. Como para predicados undrios, vamos usar como predicados n-drios as letras
mailsculas: A, B, C, .., Z.
Exemplos. M(x,y) = x é mestre dey; E(x,y,z) = x ensinou y a z; F(x) = x € filésofo.
Notemos, entdo que se X é um predicado n-drio e t1,...,t, sdo termos (isto ¢, constantes
individuais ou varidveis individuais), entdo X(t1,...,ts) € uma férmula.
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QUANTIFICADORES

Vimos, nas ligdes anteriores, elementos que constituem nossa linguagem artificial: cons-
tantes individuais, varidveis individuais, predicados n-drios. jd vimos, na Parte 1 de nosso
Curso, os conectivos. O dltimo tipo de elemento que falta sdo os quantificadores. Com os
quantificadores poderemos asserir, em termos de nenhum, algum ou todos, quantos indivi-
duos de determinado dominio de discurso, por exemplo, tem certo predicado.

O QuANTIFICADOR ExTsTENCIAL

Consideremos a férmula atémica F(x) a que atribuiremos o significado: x é filésofo.
(Lembremos que, como vimos anteriormente, essa expressdo ndo é verdadeira, nem falsa).

Como asserir, em nossa linguagem, a partir de F(x), a proposigdo:

Alguém é filésofo.

Uma das formas seria F(a), significando que o individuo a é filésofo. Mas nesse caso, sa-
beriamos quem é filésofo (o individuo a), enquanto a assergdo "Alguém é mortal” ndo nos es-
pecifica quem é filésofo. A notagdo abaixo soluciona essa questdo.

Notagdo. Escrevemos
Ix F(x)

para expressar que existe um x tal que x tem o predicado F.

Assim, no caso em que F = filésofo, entdio Ix F(x) expressa que existe um x tal que x é
filésofo, ou de forma mais usual, existe um filésofo, ou ainda, alguém é filésofo.

Definigdio. O signo 3 (um E invertido) usado na notagdo acima é chamado de_quantifica-
dor existencial.

O QuANTIFICADOR UNIVERSAL

Da mesma forma, podemos asserir, em nossa linguagem, a partir de F(x), a proposigdo:
Todos sdo filésofos.
Para isso usamos a expressdo abaixo.

Notagdo. Escrevemos
Vx F(x)

para expressar que, para todo x, x fem o predicado F.

Assim, se F = filésofo, entdo VYx F(x) expressa que, para todo x, x é filésofo, ou de for-
ma mais usual, todos sdo filésofos.

~ow

Definigdo. O sigho V (um A invertido, da palavra alemd “allgemein” e da inglesa “all")
usado na notagdo acima é chamado de guantificador universal.
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Lincuacens DE 1% ORDEM: SINTAXE

Explicitados todos os elementos (constantes individuais, varidveis individuais, predica-

dos n-drios, conectivos e quantificadores) podemos definir agora as linguagens artificiais
que vamos utilizar, ou seja, seus alfabetos e férmulas.

Definigdo. Um alfabeto de uma linguagem de 1% ordem se constitui de:

(1) Constantes Individuais: a, b, c, etc (se necessdrio ai, a,, etc).

(2) Varidveis Individuais: w, X, y, z (se hecessdrio X, Xz, X3, etc).

(3) Predicados h-drios: A, B, ..., Z (se necessdrio A;, A,, As, etc).

(4) Conectivos Ldgicos: ~, A, v, .

(5) Quantificadores Existencial e Universal: 3 e v.

(6) Simbolos auxiliares: (), (isto ¢, parénteses e virgula)

Definigdo. Uma expresséio de uma linguagem de 1% ordem é qualquer segiiéncia finita de

simbolos de seu alfabeto.

Definigdo. Um termo individual é uma constante individual ou uma varidvel individual.
Definigdo. Uma férmula atdmica é uma expressdo com um predicado h-drio seguido de n

termos individuais entre parénteses e separados por virgula; ou seja, se X é um predicado
n-ério e ti,...,t, sdo termos individuais, entdo X(t1,...,t.) € uma férmula atémica.

Xo.

Definigdo. Uma férmula é qualquer expresséo definida pelas regras de composigdo abai-

1) Uma férmula atémica é uma férmula.

2) Se X é uma férmula, entdo ~X é uma férmula.

3) Se X e Y sdo férmulas, entdo (X A Y) é uma férmula.

4) Se X e Y sdo férmulas, entdo (X v Y) é uma férmula.

5) Se X e Y sdo férmulas, entdo (X — Y) é uma férmula.

6) Se Y é uma férmula e x é uma varidvel, entdo 3xY é uma férmula.

7) Se Y é uma férmula e x é uma varidvel, entdo vxY é uma férmula.

Definigdio. O conectivo principal de uma férmula € (ltimo conectivo usado ha sua forma-

¢do.

Introduzida a parte sintdtica de uma linguagem de 1% ordem, podemos agora introduzir

a semdntica dessa linguagem. Para isso precisamos discutir alguns aspectos em relagdo a ex-
tensdo de predicados n-drios.
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,
Extensio bE Preprcabos (N-ARrIOs)

Nas ligdes anteriores, vimos que um predicado pode ser interpretado como uma fungdo
que atribui um valor-verdade V ou F aos individuos de um dominio de discurso e, de forma
geral, um predicado n-drio pode ser interpretado como uma fungdo que atribui um valor-ver-
dade V ou F ds seqiiéncias de n individuos de um dominio de discurso (Frege).

AVISO IMPORTANTE. Sempre que falarmos de predicados estaremos supondo que o
predicado (n-drio) estd bem definido no dominio de discurso; isto €, para cada elemento (ou
seqiiéncia de n elementos, no caso de predicados n-arios) do dominio de discurso o valor-
verdade que o predicado lhe associa estd bem definido.

Podemos dizer que, nesse caso, estabelecemos a compreensdo do predicado, ou seja:
aquilo que permite distinguir entre aplicagio e ndo aplicagdo do predicado a um individuo do
dominio de discurso.

Por exemplo, a compreensdo do predicado "Homem" é aquilo que permite distinguir en-
tre aplicagdo ou ndo aplicagdo do predicado "Homem" a um individuo do dominio de discurso.

O mesmo vale para predicados n-drios em geral. Por exemplo, a compreensdo do predi-
cado bindrio "Mestre" é aquilo que permite distinguir entre aplicagdo ou ndo aplicagdo do
predicado "Mestre” a um par ordenado de individuos do dominio de discurso.

Quando o predicado (undrio) estd bem definido em um dominio de discurso, também
estd bem definida a extensdo ou o conjunto-verdade do predicado, ou seja: o conjunto dos
elementos a que o predicado atribui valor-verdade V.

Assim, por exemplo, no dominio de discurso D = {a, b, ¢} (no qual a = Sécrates, b = Platdo
e ¢ = Aristételes), a extensdo ou conjunto verdade do predicado E (escritor) é

{b, ¢}
levando em consideragdo que Sécrates ndo escreveu nenhum livro.

Da mesma forma, quando um predicado n-drio estd bem definido em um dominio de dis-
curso, fambém estd bem definida a sua extens@o ou o seu conjunto-verdade, ou seja: o con-
junto das seqiiéncias de elementos a que o predicado n-drio atribui valor-verdade V.

Assim, por exemplo, no mesmo dominio de discurso D acima, temos que a extensdo da
relagdo "mestre” € o conjunto:

{(a,b), (b,c}}

Dado entdo o Aviso Importante acima e que, neste caso, as extensdes ou conjunto-ver-
dade dos predicados (h-drios) estéo bem definidos, em geral, em Légica, tratamos os predi-
cados undrios como conjuntos de elementos e os predicados n-drios como conjuntos de se-
qiiéncia de n elementos.

Assim, por exemplo, se X é um predicado undrio e ¥ um predicado n-drio, podemos dizer
que:

X(a) é V se, e somente se,a € X e
Y(ay, ..., a,) Se, e somente se, (ay, ..., a,) €Y
Com isso, simplificamos a exposigdo da semdntica de nossa linguagem, na ligdo a seguir.
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Lineuacens DE 1% OrbEM: SEmANTICA

Vamos agora estabelecer uma seméntica para a linguagem de primeira ordem exposta na
ligdo Linguagem de 1* Ordem: Sintaxe. Trata-se, sobretudo, de definir: interpretagdo, fér-
mula verdadeira em uma interpretagdo e férmula vdlida (a validade desempenha na Ldgica
de 1% ordem o papel que a tautologia tem para a Légica Proposicional).

Para definir interpretagdo, férmula verdadeira em uma interpretagdo e férmula vdlida,
precisamos de algumas defini¢es preliminares.

Definigdo. Em uma férmula IxY, a parte ¥ é chamada de escopo do quantificador Ix, e
em uma férmula VxY, a parte ¥ é chamada de escopo do quantificador Vx.

Definigdo. A ocorréncia da varidvel x ¢ livre se ndo ocorre logo apés um quantificador
(como nas expressdes “Ix" ou " Vx") ou ndo estd no escopo de um quantificador Ix ou Vx.

Definigdio. Uma sentenca é uma férmula que ndo tem varidvel com ocorréncia livre
Definigdo: Uma interpretacdo I para uma linguagem de primeira ordem consiste de:
1) Um conjunto ndo-vazio D, chamado de dominio da interpretagéo;

2) Para cada constante individual a, uma atribuigdo I(a) de algum elemento de D.

3) Para cada letra predicativa A uma atribuigdo a I(A) de algum conjunto de seqiiéncia
de n elementos de D.

Exemplos.

Seja L a linguagem com as constantes a, b e c, e as letras predicativas E, F (de aridade
1) e M (de aridade 2).

(1) Uma interpretagdo para L é

D = {Sécrates, Platdo, Aristételes},

I(a) = Sécrates, I(b) = Platdo, I(c) = Aristételes,

I(E) = {Platdo, Aristételes}, I(F) = {Sécrates, Platdo, Aristételes}, e
I(M) = {(Sécrates, Platdo), (Platdo, Aristételes)}.

Notemos que, nesta interpretagdo, podemos ver as classes definidas por E, F e M como
significando, respectivamente: escritor, filésofo, mestre de.

(2) Outra interpretagdo paral é

D={1,2, 3,4}

I(a)=1,I(b) = 2, I(c) = 4,

I(E)={1,23} I(F)={1,3}e

IM)={(1.2), 24}

Vamos agora definir quando uma sentenga S é verdadeira em uma interpretagdo I; para
simplificar a exposigdo da definigdo, vamos introduzir a defini¢do e a notagdo abaixo.

Definigdio. Dada uma interpretagdo I de dominio D de para uma linguagem de primeira
ordem L, denotamos por L(D) a linguagem que além dos simbolos de L tem, para cada ele-
mento de D, uma constante associada a ele.

Notagdo: Escrevemos k; S para denotar que a sentenga S é verdadeira em I, e 1 S para
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denotar que S ndo é verdadeira em I.
Definigdo. r; S (por indugdo a partir das regras de composi¢do da férmula S)
1) et A(ay, ..., a,) Se, e somente se, (I(ay), ..., I(a,)) € I(A):
2) kr ~X se, e somente se, ¥ X;
3)kr X AY se, esomentese, ki1 Xek Y
4) i X vYse esomentese, kit Xouk Y
5) it X = Y se, e somente se, #r Xouk Y

6) kr IXY se, e somente se, k; Y(x/a) para toda constante individual a em L(D); Y(x/a) é a
férmula que resulta de Y pela substituigdo das ocorréncias livres da varidvel x pela constan-
te a.

7) k1 vXY se, e somente se, kr Y(x/a) para alguma constante individual a em L(D); Y(x/a)
é a férmula que resulta de Y pela substituigdo das ocorréncias livres da varidvel x pela
constante a.

Exercicios.

(1) Na interpretagdo dada no exemplo (1) acima verifique se:

(a) & E(b) (b) £ E(a) (c) it M(bc) (d) & ~E(a) (e) ki ~E(b)
(f) k2 E(b) A M(b,c)(g) kr E(a) A E(b) (h) kr E(a) v E(b) (i) kr E(a) = E(b) (j) kr 3x E(x)
(K) £r vx E(x) (1) ez vx F(x) (m) £ 3x ~F(x)

(2) Formalize, nessa nova linguagem, as sentengas:

(a) Algum filésofo é escritor (b) Algum filésofo ndo € escritor

(c) Todo filésofo é escritor (d) Nenhum filésofo é escritor

Definigdo: Um modelo para um conjunto de férmula é uma interpretagdo em que cada
férmula do conjunto é verdadeira.

Definigdio: Um contramodelo para uma férmula é uma interpretagdo na qual ela é falsa.
Definigdio: Uma sentenga é vélida se é verdadeira em toda interpretagdo.

Podemos estender a hogéio de validade para uma férmula qualquer (e ndo apenas para
sentengas).

Definigdio: Uma férmula é vélida se e somente se:

(1) é uma sentenga verdadeira em toda interpretagdo ou,

(2) caso tenha varidveis livres, se é verdadeira a sentenga obtida quantificando univer-
salmente todas as suas varidveis livres.

Vemos entdo que a validade desempenha na Légica de 1% ordem o papel que a tautologia
tem para a Légica Proposicional.

Com essas defini¢des, estabelecemos de forma precisa uma semdntica para as lingua-
gens de 1% ordem. Temos entdo uma linguagem cujo uso implica que identifiquemos os indivi-
duos e os universais e que expressa de forma concisa e precisa as relagdes desses indivi-
duos com os universais e dos universais entre si. Assim, uma de suas maiores virtudes da
tradugdo de sentengas da linguagem natural para ela é explicitagtio dessas relagées.
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FormaLizacio bo QuabrabO ARISTOTELICO DAS OPOSICSES

Com as defini¢des dos quantificadores e a partir da composigdo de fungées proposicio-
nais com conectivos, vamos comegar a estudar os principais resultados Iégica tradicional.

Proposigdes Categéricas e Suas Formalizagdes
Afirmativa Negativa
(AeIde"AfIrmo") (EeOde'nEgO0O")
A E
Universal Todo AéB Nenhum A é B
ax (A(x) — B(x)) ax (A(x) = ~B(x))
I o
Particular Algum A é B Algum A ndo é B
vx (A(x) A B(x)) vx (A(x) A ~B(x))

Se o universo de discurso ndo é vazio, temos as seguintes definigdes e inferéncias

imediatas:
- AeO,E elsdo contraditdrias, i.e., se uma é falsa, a outra é verdadeira.
- A e E sdo contrdrias, i.e., ndo sdo ambas verdadeiras.
- I e O sdo subcontrdrias, i.e., ndo sdo ambas falsas.
- I e O sdo, respectivamente, subalternas de A e E,

e sdo verdadeiras, se, respectivamente, A e E sdo verdadeiras.
- A e E sdo, respectivamente, superalternasde I e O,

e sdo falsas, se, respectivamente, I e O sdo falsas.

O que hos dd o quadra abaixo.

9 E
vxnof(l)ﬂf :(x)) Contrdrias V%N(e»ﬂ"(r:cu)m;\fna))
(superalterna} (Superalternc)

2 o 2 d B s
2 H SOV £ H
H 5 7 + =
HEE PN NE
H ] R E H
@ " [ @ ] E

o
Algum A nio é 8
Ax (A(x) ~ ~B{x))
{subalterna)

I
Algum A € B
ax {A(x} ~ B{x))
(Subaiterna)

Obs.: Pode-se também considerar ainda:
A como IxA(x); E como Ix~A(x); I como VxA(x): e O como Vx~A(x).
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Recras DE INFERENCIA com QUANTIFICADORES

Nas ligdes anteriores, Quantificadores e Linguagem de 1* Ordem: Semdntica, introduzi-
mos os quantificadores existencial e universal e estabelecemos suas semdnticas. Nessa li-
¢do, veremos algumas regras de inferéncia a eles relacionados.

Comecemos com o seguinte exercicio.
Exercicio. Qual férmula implica qual? (Segue abaixo exemplos de interpretagdo.)
(1) YxA(x) (2) A(a) (3) IxA(x) (4 A(x)
Todos sdo auténomos  Pindquio é auténomo  Alguém é autdnomo x é autdnomo

A partir da solugtio do exercicio anterior, podemos considerar como vdlidas as seguintes
inferéncias:
(1) Instanciagdo Universal (IU)

VxA(x) VxA(X)

A(a) A(x)

(2) Generalizagdo Universal (GU)
A(x)

VA(x)

(3) Generalizagdo Existencial (GE)
A(a)

IxA(X)

(4) Instanciagdo Existéncial (IE)
IxA(X)

a = Nova
A(a)

Notemos que, no caso (4) da Instanciagdo Existencial, como ndo sabemos quem é o indi-
viduo x que existe e tem a propriedade A, temos que usar uma nova constante para designd-
lo.

Ndo temos restrigdes para o caso da regra (1) de Instanciagdo Universal; mais ainda, em
geral, em uma dedugdo ou demonstrgdo, IU é usada para introduzir uma constante que jd
ocorreu.

Consideramos até agora as regras de inferéncia relativas a uma sentenga atémica A(a)
ou A(x), mas tais regras valem para quaisquer férmulas, por exemplo:
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(1) Instanciagdo Universal (IU)
Vx(A(x) = B(x)) Vx(A(x) — B(x))

A(a) — B(a) A(x) = B(x)

(3) Generalizagdo Universal (GU)
A(x) = B(x)

YXx(A(x) = B(x))

(4) Generalizagdo Existencial (GE)
A(a) A B(a)

Ax(A(x) A B(x))

(5) Instanciagdo Existéncial (IE)

Ax(A(x) A B(x))
— a = Nova
A(a) A B(a)

Podemos, pois, enunciar essas regras de uma forma completamente geral; é o que fare-
mos a partir da notagdo introduzida a seguir.
Notagdo. Dada uma férmula Y, escrevemos:
Y(x/a)
para indicar a férmula que resulta de Y substituindo as ocorréncias livres de x pela cons-
tante individual a; e escrevemos
Y(a/x)
para indicar a férmula que resulta de Y substituindo as ocorréncias da constante individual
a pela varidvel individual x; neste caso, supomos que x € livre para a, isto é, a constante a
ndo estd sob o escopo de um quantificador da forma Vx ou 3x.
Exemplo. SeY representa a férmula M(abx), entdo Y(x/a) é M(ab,a) eY(a/x) é
M(x,b,x).
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REGRAs DE INFERENCIA PARA QUANTIFICADORES

Instanciagdo Universal (IU)

vxY

Y(x/a)
a = (Em geral) constante que jd ocorreu na dedugdo ou demonstragdo.

Instanciagdo Existencial (IE)

axy

Y(x/a)
a = Necessariamente, uma constante quendo ocorreu
anteriormente ha dedugdo ou demonstragdo

Generalizagdo Existencial (GE)

Y

AxY(a/x)

Generalizagdo Existencial (GE)

Y

AxY(a/x)

Com essas novas regras de inferéncia, podemos fazer dedugdes, com anteriormente.
Exercicio. Faga a dedugdo dos argumentos abaixo
©)] @ 3) 4) (5)
S(a) AxS(x) VxS(x) Vx(M(x) = P(x)) 3x(M(x) A P(x))
Vx(S(x) = P(x))  Vx(S(x) = P(x)) Vx(S(x) = P(x)) Vx(S(x) = M(x)) Yx(M(x) —~ S(x))

P(a) AxP(x) VxP(x) Vx(S(x) = M(x)) 3x(S(x) A P(x))

NEcAcoEs DE QUANTIFICADORES: INTERDEFINIBILIDADE E REGRAS DE INFERENCIA

Exercicio. Correlacione cada férmula da coluna A com a férmula equivalente da coluna B.
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A B
~3xy ~VxY
Ix~Y Vx~Y

~Ix~Y ~Vx~Y
axy

VxY
Notemos entdo que escolhido um quantificador como primitivo, o outro pode ser defini-

do com o uso da negagdo, por meio das equivaléncias: VxY = ~Ax~Y e XY = ~Vx~Y.

A solugdo do exercicio acima motiva ainda as regras de inferéncias a seguir.

Negagdo do Quantificador (NQ)
~Vx Y ~3Ix Y Ax ~Y Vx ~Y
Ax ~Y Vx ~Y ~VxY ~3Ix Y

Exercicio. Faga a dedugdo do argumento abaixo.

Vx(A(x) = B(x))
~ VxB(x)

~VxA(x)
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FormaLIZACAO DA SiLo6isTIcA ARISTOTELICA

Vimos na ligdo Formalizagdio do Quadrado Aristotélico das Oposigdes que existem qua-
tro tipos de sentengas categéricas.

T1ros DE SENTENGAs CATEGORICAS
A - Universal Afirmativa: Todo A é B.

I - Particular Afirmativa: Algum A é B.
E - Universal Negativa: Nenhum A é B.
O - Particular Negativa: Algum A ndo é B.

StLoe1smos

Podemos agora estudar, como fez Aristételes, a possibilidade de inferéncia de uma sen-
tenga categdrica a partir de duas outras sentengas categéricas (notemos que a inferéncia
de uma sentenga categdrica a partir de apenas uma sentenga categérica sdo as inferéncias
imediatas estudadas na ligdo Formalizagéio do Quadrado Aristotélico das Oposigdes).

Nesse sentido, vamos entdo supor que:

Os silogismos tém duas premissas e uma conclusdo

A palavra “silogismo” em grego é sindnimo de raciocinio (como vimos na definigdo aris-
totélica, na ligdo Argumentos e Légica), no entanto aqui vamos estudar (como fez o préprio
Aristételes) os raciocinios com duas premissas e uma conclusdo (notemos que raciocinios
mais complexos podem ser formados compondo-se os silogismos com duas premissas).

Feita essa restrigdo, vamos estudar os elementos dos silogismos categéricos e seus ti-
pos. A figura abaixo ajuda a exemplificar os elementos dos silogismos categéricos.

Termos

Notemos que para inferir uma sentenga categérica de duas outras, o sujeito da conclu-
sto tem que aparecer em uma premissa, o predicado da conclusdo tem que contar na outra
premissa e tem que haver um termo comum as duas premissas (como na figura acima), o que
motiva as defini¢des abaixo.

S: termo menor (sujeito da conclusdo)
P: termo maior (predicado da conclusdo)

M: termo médio (ausente da conclusdo e presente em ambas premissas)

Premrssas

A partir da definigdo acima dos termos, podemos fazer a seguinte classificagdo das
premissas (ver figura).

Premissa Maior: aquela com o termo maior.

Premissa Menor: aquela com o tfermo menor

F1curas po SiLosIsmo

Notemos que os termos menor, médio e maior, podem ocupar diferentes posigdes (sujei-
to e predicado) das premissas. Para simplificar a classificagdo dos silogismo, vamos conside-
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rar que a primeira premissa é a maior, sem perda de generalidade (caso ndo seja, basta in-
verter as premissas). Temos entdo 4 figuras para os silogismos, conforme a posigdo do ter-
mo médio nhas premissas:

1% Figura | 2° Figura | 3° Figura | 4°® Figura

MP PM MP PM (considerada por medievais,
SM SM MS MS mas ndo por Aristételes)
SP SP SP SP

StLo61smos Possivers € SiLosismos VALIdos

Dos 256 silogismos possiveis (pois, com 4 tipos de sentengas categdricas temos: as 4 fi-
guras possiveis acima x 4 premissas menores x 4 premissas maiores x 4 conclusdes), apenas
19 sdo vdlidos (sendo que, como veremos na formalizagto dos silogismo, em 4 deles suben-
tendemos uma premissa que expressa que o dominio ndo é vazio). Na tabela Modos Conclu-
dentes dos Silogismos Categdricos e Suas Formalizagdes, temos os 19 silogismos categéri-
cos vdlidos.

Nomes bos Srioersmos E Rebucio A Primerra Fisura

Os nomes dos silogismos (estabelecidos na Idade Média) indicam a forma de redugdo
dos silogismos (das 2%, 3% e 4 figuras) aos da 1* figura:

A primeira consoante do nome de cada silogismo indica o silogismo correspondente na 1°
figura ao qual ele se reduz.

As consoantes que seguem as vogais indicam as operagdes a serem feitas para essa re-
dugdo:

S : conversdo simples (permutagdo entre sujeito e predicado);

P : conversdo por acidente (de "Todo A é B" para "Algum B é A");

M : permutagdo das premissas;

C : redugdo ao absurdo (constréi-se um novo silogismo na primeira figura que tem como
premissas a que precede C e a contraditéria da conclusdo, deduz-se entdo a contraditéria
da outra premissa, sendo pois absurdo considerar, no silogismo inicial, as premissas verda-
deiras e a conclusdo falsa).

(Para uma dedugdo formal dessas redugdes veja MATES, 1968, Segdo 11.2)

Aristételes, nos Primeiros Analiticos, mostra como reduzir todos os silogismos a Barba-
ra ou a Celarent.
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Mobos CoNcLUDENTES Dos SiLosismos CATEGORICOs E suas FormaLizacdes

bArbArA cElArEnt dArII fErIO
1° Figura Todo M éP. Nenhum M é P Todo M éP. Nenhum M é P.
Todo Sé M. Todo Sé M. Algum S é M. Algum S é M.
w Logo, todo S éP. | Logo, nenhum S éP. | Logo, algum S é P. | Logo, algum S ndo é P.
SM

¥x (M(x) = P(x))
3x (S(x) A M(x))

Vx (M(x) = ~P(x))
3x (S(x) A M(x))

Vx (M(x) — P(x))
vx (S(x) = M(x))

Vx (M(x) = ~P(x))
Vx (S(x) = M(x))

SP
Vx (S(x) = P(x)) | VX (S(x) = ~P(x)) | 3x (S(x) P(x)) ax (S(x) A ~P(x))
cEsArE cAmEstrEs fEstInO bArOcO
22 Fi Nenhum P é M. Todo Pé M. Nenhum P é M. Todo Pé M.
gura Todo S é M. Nenhum S é M. Algum S é M. Algum S ndo é M.
M Logo, nenhum S é P | Logo, nenhum S é P | Logo, algum S ndo é P. | Logo, algum S ndo é P.
S_M Vx (P(x) > ~M(x)) | ¥x (P(x) > M(x)) | Vx(P(x) = ~M(x)) Vx (P(x) = M(x))
s VX (S(x) = M(x)) | Vx (S(x) = ~M(x)) 3x (S(x) A M(x)) 3x (S(x) A ~M(x))
Vx (S(x) = ~P(x)). | Vx (S(x) = ~P(x)) ax (S(x) A ~P(x)) ax (S(x) A ~P(x))
dArAptT fEIAptOn dIsAmIs
Todo M é P. Nenhum M é P. Algum M é P.
Todo M é S. Todo MéS. Todo MéS.
Logo, algum S é P. | Logo, algum S ndo é P. Logo, algum S é P.
[3x M(x)] [3x M(x)]
Vx (M(x) = P(x)) Vx (M(x) = ~P(x)) ax (M(x) A P(x))
3° Figura | V¥ M(x) = S(x) | ¥x (M(x) = S(x)) Vx (M(x) — 5(x))
MP 3x (S(x) A P(x)) ax (S(x) A ~P(x)) 3x (S(x) A P(x))
Ms dAtIsI BOCArdO fErIsOn
- Todo M é P. Algum M ndo é P. Nenhum M é P.
sp Algum M é 5. Todo M é . Algum M é 5.
Logo, algum S é P. | Logo, algum S ndo é P. | Logo, algum S ndo é P.
Vx (M(x) = P(x)) [ 3x (M(x) A ~P(x)) Vx (M(x) = ~P(x))
ax (M(x) A S(x)) Vx (M(x) = S(x)) ax (M(x) A S(x))
3x (S(x) A P(x)) ax (S(x) A ~P(x)) ax (S(x) A ~P(x))
4° Figura bAmAIIp cAmEnEs dImAtIs FEsApO FrEsIsOn
(considerada Todo P é M. Todo P é M. Algum P é M. Nenhum P é M. Nenhum P é M.
por medie- Todo Mé S. Nenhum M é S. Todo M é S. Todo M é S. Algum M é S.
vais, mas ndo | Logo, algum S éP. | Logo, nenhum S éP. | Logo, algum S éP. | Logo, algum S ndo é P. | Logo, algum S ndo é P
por

Aristételes) [3x P(x)] [3x M(x)]

PM
Ms

SP

Vx (P(x) = M(x))
Vx (M(x) = S(x))

Vx (P(x) = M(x))
Vx (M(x) = ~S(x))

3x (P(x) A M(x))
Vx (M(x) = S(x))

Vx (P(x) = ~M(x))
Vx (M(x) — S(x))

Vx (P(x) = ~M(x))
ax (M(x) A S(x))

ax (S(x) A P(x))

Vx (S(x) = ~P(x))

3x (S(x) A P(x))

3x (S(x) A ~P(x))

3x (S(x) A ~P(x))
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O Sistema R bE DepucAio NATURAL PARA A Lderca bE Preprcapos CLAssIca

Vamos aqui introduzir um sistema de dedugdo natural para a Légica de Predicados
Cldssica que designaremos por R. O sistema R tem apenas dois conectivos, um quantificador
e cinco regras de inferéncia. Como o sistema S para a Légica Proposicional Cldssica, o siste-
ma R é um sistema de dedugdo natural e ndo possui axiomas, apenas regras de inferéncia;
logo, para definir R, precisamos apenas definir: (1) o alfabeto de R, (2) as férmulas de R, e
(3) as regras de inferéncia de R.

(1) Alfabeto de R. O Alfabeto de R se constitui dos signos:
~ =Y

a' a"a"a" efc.

i

X' x" x" x"" etc.

ATATATATA A A ete.

Como o sistema S, o sistema R possui apenas dois conectivos: ~ e —. Também como em
S, sua linguagem formal tem ainda o mesmo poder expressivo que a linguagem formal com
0s conectivos ~, A, v, = e « (cf. definigdes mais abaixo).

O sistema R possui apenas um quantificador: o quantificador universal V. Entretanto,
neste caso, o poder expressivo de sua linguagem é também o mesmo que se tivesse o quanti-
ficador existencial 3, pois, como vimos na Se¢do Regras de Inferéncia com Quantificadores
ele pode ser definido a partir da negagdo e do quantificador universal, como na definigdo
mais abaixo.

o "

Os signos a' a" a” a™ etc. sdo chamados de constantes de R e os sighos x' x" x™ x™ etfc.
sto chamados de varidveis de R. As linhas (aspas simples) sdo usadas para hdo limitar o ni-
mero de constantes e varidveis (podendo entdo haver infinitas contates ou varidveis). Cons-
tantes e varidveis de R sdo chamadas de termos de R.

Os signos A, A" A, A"A,"A," A", etc. sdo chamados de predicados de R; um predi-
cado n-drio é um predicado com n linhas inferiores (virgulas). Como no caso das constantes
e varidveis, as linhas superiores (aspas simples) sdo usadas para ndo se limitar o nimero de
predicados n-drios.

(2) Férmulas de R.

Uma formula atémica de R é uma expressdo formada de um predicado n-drio seguido de
n termos entre parénteses separados por virgulas.

Exemplo: A/(a') e A,,"(a", x").

As fdrmulas de R sdo definidas pelas seguintes regras de formagdo:
(a) Uma férmula atémica é uma férmula;

(b) Se X é uma férmula, entdo ~X é uma férmula;

(c) Se X e Y sdo férmulas, entdo (X — Y) é uma férmula;

(d) Se Y é uma férmula e x é uma varidvel, entdo VxY é uma férmula.

Notemos que, como em S, (a) estabelece uma base para nossa defini¢do e que, a partir
dela, podemos construir (infinitas) férmulas usando as regras (b), (c) e (d) (definigdo por
indugdo).
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Vamos adotar as seguintes definigdes para os demais conectivos e o quantificador
existencial:

XvYizgs ~X—=>VY
X AY i=ges ~(X = ~Y)
X oY ize (X=>Y)a Y = X)
(notar que A estd definido logo acima)
AXY i=ger. ~VX~Y
(3) Regras de Inferéncia de R.

Modus Redugdo ao Demonstracdo Generalizagdo Instanciagdo
Ponens (MP) Absurdo (RA) Condicional (DC) Universal (6U) Universal (TU)
X
X—=Y ~X =Y .
: VX
X ~X oY Y Y
Y -
VXY Y(x/1)
Y X
X—=>Y

Dados os elementos constituintes de nosso sistema R, podemos agora definir dedugdo e
demonstragdo em R.

Definigdo. Uma deducdo no sistema R de uma férmula Z a partir das premissas X, Xz,
..., Xk € uma sequéncia de férmulas Y1, Ye, ..., Yn tal que:

(1) a dlItima férmula Y, €Z; e
(2) cada férmula Y; da sequéncia:
(2.a) ou é uma da premissa X;;
(2.b) ou é uma hipétese (usada na aplicagcdo da regra de inferéncia DC);

(2.c) ou é o resultado da aplicagdo de umas das regras de inferéncia MP, RA, DC, GU
ou TU em férmulas anteriores na sequéncia (¥; com i<j) que ndo estejam sob uma hipd-
tese jd utilizada.

Notagdo. Vamos indicar que existe uma dedugdo, no sistema R, da conclusdo Z a partir
das premissas Xi, Xz, ..., Xpor’:

X1, Xz, 0, X v Z
Notemos entdo que todo esquema de dedugdo de S é um esquema de dedugdo de R.
Exemplo. Mostrar que: (1) X = VY,Y > Z+ X—>Z;e(2)Y + X V.

X=>VY,Y=>Z X—>Z YiX—=>Y
1. X =Y Premissa 1Y Premissa
2.Y — Z Premissa 2.|X Hipétese
3.| X Hipdtese 3.]Y Repetigdo
5.|Y MP 1,3 4.X—>YCD2-3
6.|]ZMP 25
7.X—>ZDC3-6

"Em geral, usa-se o signo R, no sinal de dedugdo, i.e., Xi, Xz, ..., Xn +r Z, para indicar que se trata de uma
dedugdo em R; entretanto, para simplificar, vamos aqui dispensar o uso do sigho R.
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Analogamente a S, toda forma de deducdo no sistema R pode ser vista como esta-

belecendo uma regra de inferéncia (derivada). Assim, Y + X — Y estabelece também uma
regra de inferéncia Prefixagdo abreviada por Pf.

Como em S, vamos agora definir uma demonstragdo em R. Cabe observar novamente que:
uma demonstragdo é apenas uma dedugdo sem premissas.

Definigdo. Uma demonstragdo no sistema R de uma férmula Z é uma sequéncia de fér-
mulas Yy, Yo, ..., Y tal que:
(1) a dltima férmula ¥, € Z; e
(2) cada férmula da Y; sequéncia:
(2.a) ou é uma hipétese (usada na aplicagdo da regra de inferéncia DC)
(2.b) ou é o resultado da aplicagtio de umas das regras de inferéncia MP, RA, DC, GU
ou IU em férmulas anteriores na sequéncia (¥; com i<j) que ndo estejam sob uma hipé-
tese jd utilizada..
Definigdo. Um férmula Z é um teorema de R se existe uma demonstragdo para Z.
Notagdo. Vamos indicar que existe uma demonstragdo da férmula Z no sistema R, ou
ainda, que Z é um teorema de R, por’:
+Z
Notar que todo esquema de demonstragdo de S é um esquema de demonstragdo de R e
que todo esquema de férmula que é teoremaem S o é em R.
Exemplo. Mostre que: + X = X (Principio da Identidade) e + ~~X — X (Principio da Du-
pla Negagdo).

P X=X PeX = X
1.|X Hipétese 1.|~~X Hipétese
2.| X Repetigdo 1 2.[~X = ~~XPf1
3. X—>XDC1-2 3.|~X = ~XPI

4|XRA23

5.~~X = X DC1-4

Por fim, pode-se mostrar que:
(1) O Sistema R é correto e completo, ou seja,
v Z S kZ
no qual k Z denota que a férmula Z é uma férmula vdlida da linguagem de R; e
(2) O Sistema R ¢ inferencialmente correto e completo, ou seja,
X1, Xa, o, Xk v 2 Xy, X2, s Xk Z
no qual X;, X, ..., Xk ¥ Z denota que, para toda interpretagdo I, Xi, Xz, ..., Xz Z.

"Também aqui, em geral, usa-se o signo R, no sinal de demostragdo, i.e., +r Z, para indicar que se trata de
uma demonstragdo em R; e, fambém, para simplificar, vamos dispensar o uso do signo R.
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O METobo bas RamirrcacdEs para A Locica bE 1% OrbEM

Vimos, na ligdo O Método das Ramificagdes, um método automdtico para testar se uma
férmula era ou ndo tautologia, isto é, verdadeira em todas as interpretagdes (linhas da ta-
bela-verdade) e vimos, na ligdo O Método das Ramificagdes para Argumentos, um método
automdtico para testar se um argumento era vdlido ou ndo na Légica Proposicional Cldssica.
Veremos hessa ligdo como estender ambos Métodos para a Légica de 1% Ordem, no sentido
de testar se uma férmula € vdlida ou ndo ou se um argumento é vdlido ou ndo.

Notemos inicialmente que devemos definir uma Regra de Desdobramento para cada re-
gra de formagdo de uma férmula (cf. a ligdo Linguagem de 1% Ordem: Sintaxe). no caso das
regras de formagdo relativas aos conectivos, as regras de desdobramento sdo as mesmas
que antes, conforme a tabela-abaixo.

REGRAS DE_DESDOBRAMENTO PARA CONECTIVOS

~~X XAY XvY XY XoVY
X X A A A
y XY ~X Y X ~X

Y ~y

~(X AY) ~XvY) ~(X = Y) ~X oY)

A ~X X A

~X Y ~Y ~y X ~X

~yY Y

A essas regras temos que acrescentar regras de desdobramento relativas aos quantifi-
cadores existencial e universal e suas hegagdes, como na tabela abaixo.

Recras DE DESDOBRAMENTO PARA QUANTIFICADORES E svuAs NEGAQ@ES

Ixy VxY
Y(x/c) Y(x/c)
em que ¢ é uma nova constante em que ¢ é uma constante

jé presente na ramificagto
(ou nova se ndo existe nenhuma)

~Axy ~VxY
Vx~Y Ix~y

A forma de aplicagdo do Método de Ramificagdo (para férmulas e para argumentos) per-
manece a mesma que antes.

Exercicio. Aplique o Método da Ramificagdo para mostrar que sdo vdlidos os modos con-
cludentes dos silogismos categéricos aristotélicos.
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Os Axtomas pa Teorta bE Congunto ZFC (ZermELO - FRAENKEL - CHOTCE)

Feitosa, H.A., Nascimento, M.C. e Alfonso, A.B. Teoria dos Conjuntos: sobre a
fundamentagao matematica e a construgdo de conjuntos numeéricos. Bauru, 2008.
pp. 13-15.

2.2 Os axiomas de ZFC

Introduzimos agora a axiomatica da Teoria dos Conjuntos fornecida por
Zermelo, Fraenkel e Skolen, com algumas atualizacdes e outros axiomas neces-
sarios para as pretensoes deste trabalho. Esta axiomatica, embora nio seja a
Unica, é, certamente, a mais usual.

Como indicado na se¢io anterior, temos como noc¢des primitivas, os con-
ceitos de “conjunto” e “pertinéncia”. A partir destes conceitos sio definidos to-
dos os outros e sdo construidos os conjuntos numeéricos dos naturais, inteiros,
racionais e reais, entre outros, e todos os demais conceitos matematicos com os
quais o mateméatico cotidianamente trabalha.

Para cada um dos axiomas, apresentamos sua versao formalizada e o seu
significado intuitivo:

(Ax,) Axioma do conjunto vazio - Existe um conjunto que nio tem elemen-
tos:

da ¥x (x £ a).
O conjunto vazio é denotado por &.

(Ax.) Axioma da extensionalidade - Se dois conjuntos tém exatamente os
mesmos elementos, entdo eles sio idénticos:

Va vh (VX (xe a<»xe b))— a=D).
(Ax3) Axioma esquema da compreensao - Para cada propriedade P e cada
conjunto dado, existe um conjunto, cujos elementos sio os elementos do con-
junto dado que satisfazem a propriedade P em questao:

Vvda(xe a<rxe yaPX)).

(Ax;) Axioma do par - Dados os conjuntos y e z, existe um conjunto cujos e-
lementos sao exatamente y e z:

VyvzIaVi(xe aex=yvx=2).

(Ax;) Axioma da uniao - Para todo conjunto z, existe um conjunto a tal que x
estd em a se, e solmente se, X esta em algum y e y é elemento de z:

Vz3davi(xe ae3Iy(xeyAayez)).
Definicao: a ¢ b =g Vx (x€ a > x < D).

(Ax6) Axioma do conjunto das partes - Para cada conjunto existe um con-
junto cujos membros sdo exatamente os subconjuntos do conjunto dado:

Yy3avx(xe aexcy).
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(Ax7) Axioma do infinito - Existe um conjunto indutive:
Ja(@e an¥x (xe a— xu{x}e a)).

(Ax8) Axioma esquema da substituicéo - Se a relacdo obtida de P(x, y) é
uma relacéo funcional em x e v, entdo dado um conjunto B, existe um conjunto
A, cujos elementos sao aqueles elementos de B que satisfazem a férmula P(x, v),
istoé, A={ze B/P(x,2)}.

vx AV P(x,v) > vbIa vz (ze a« (Axe b) P(x, 2)).

(Ax9) Axioma da escolha - Todo conjunto de conjuntos tem uma funcéao esco-
Iha, isto é:

vx 3¢ (¢ é uma fungao A Dom(@) = x - {&} Ay (y € Dom(q) = ¢(¥) € ¥)).

O axioma da escolha tem muitas formas equivalentes, normalmente tra-
tadas nos textos de teoria dos conjuntos, como por exemplo:

O produto cartesiano de uma familia nao vazia de conjuntos
nio vazios ¢, ainda, néo vazio. Ou:
Dado um conjunto de indices [ e uma funcéio ¢ com dominio em I,
se, para todoie I, ¢(i) = &, entdo [L1 ¢(1) = D.

Em outras palavras, como cada ¢(i) é nio vazio, o enunciado garante que
podemos tomar (escolher) um elemento de cada ¢(i), para i € I, e formarmos
uma seqiiéncia desses elementos. Quando I é finito, o enunciado é claro, pois
podemos perpassar a quantidade finita de conjuntos ¢(i) e, para cada um deles,
escolher um elemento. Contudo, o enunciado se aplica mesmo quando I é infini-
to, o que deixa de ser natural.

(Ax10) Axioma da fundamentacao (ou da regularidade) - Todo conjunto
ndo vazio tem um elemento com o qual néo tem elementos em comum:

vb(bz@ —3a(ae baanb=2)).

Este sistema axiomatico ndo é independente, pois, por exemplo, os axio-
mas do conjunto vazio e do par poedem ser derivados a partir dos demais. Estes
sdo mantidos no sistema devido a um carater construtivo da teoria, pois onde
sao utilizados ainda néo foram introduzidos os outros axiomas dos quais eles
derivam.

A experiéncia tem mostrado que todos os teoremas, cujas demonstragoes
tém sido aceitas pela comunidade matematica, podem, pelo menos em princi-
pio, ser obtidos a partir destes axiomas e, eventualmente, pelo acréscimo de
mais alguns axiomas.

Contudo, podem todos os teoremas matematicos verdadeiros, incluindo
aqueles que ainda néo tenham sido demonstrados, ser obtidos nesta teoria de
conjuntos? Certamente néo. Sabemos que isto néo ocorre a partir dos teoremas
de incompletude de Godel®®.
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O Primerro METATEOREMA DA INCOMPLETUDE DE GODEL

Vamos, nesta segdo, discutir o Primeiro Teorema da Incompletude de Gddel, um dos
principais resultados da Légica contempordnea, que mostra que ndo existe uma teoria axio-
mdtica completa em relagdo a Aritmética dos ndmeros naturais.

Vejamos, inicialmente, como construir teorias de primeira ordem sobre os nimeros na-
turais.

Notemos inicialmente que todos os niimeros naturais podem ser constituidos a partir do
nimero O e da fungdo sucessor S da seguinte forma:

0 =g 0

1 =4 S(0) (isto é,1é o sucessor de 0)

2 =4 S(1) (isto €, 2 é o sucessor de 1)

3 i=qr. S(2) (isto €, 3 é o sucessor de 2) efc.

Mais ainda, podemos denotar todos os niimeros naturais apenas com os signos 0, S, (e )
da seguinte forma.

0 =g 0

124 S(0)

2 =4t S(5(0))

3 =aer. S(S(5(0))) ete.

Podemos entdo definir um numeral pela seguinte definigéo por recursdo
Definigdo. Um numeral é uma expressédo’ que determinada pelas seguintes regras:
(1) 0 é um numeral.

(2) Se a expressdo u é um numeral, entdo a expressdo S(u) € um numeral.
Logo, pela definigdo acima:

0¢é um numeral;

5(0) é um numeral;

S(S(0)) é um numeral;

5(S(5(0))) é um numeral; etc.

Notemos, que os numerais como definidos acima sdo expressdes que denotam nimeros
naturais. Mas ndo apenas eles, por exemplo, quando escrevemos (1+1) estamos denotando o
nimero natural 2. Logo, podemos usar também os signos + (adi¢do) e . (multiplicagdo) para
construir expressdes que denotam nimeros naturais. Tal situagto motiva a defini¢do de
termo a seguir.

Definigdo. Um termo é uma expressdo determinada pelas seguintes regras:

1. Uma varidvel individual x é um termo;

2.0 é um termo;

° Lembremos que uma expressdo é uma sequéncia de signos do alfabeto da linguagem.
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3. Se a expressdo u é um termo, entdo a expressdo S(u) € um termo.
4. Se as expressdes u e v sdo termos, entdo a expressdo (u+v) é um termo.
5. Se as expressdes u e v sdo termos, entdo a expressdo (u.v) é um termo.

Exemplo de termos: 0, x;, 5(0), S(XJ), (0"0), (X1 *‘0), ( X1+ Xz ), 5( X1+ Xz ), (X1 + S(Xz)),
(x1.0), (x1.x2), (X1. %)+ X1, X1. S(x2), etc.

Por fim, para construir teorias de primeira ordem sobre nimeros naturais, vamos consi-
derar ainda, em nossa linguagem, os signos = (igualdade) e < (menor que).

Assim, podemos definir as formulas atdémicas de nosso sistema como a seguir.
Definigdio. Uma férmula atémica é uma expressdo definida pelas seguintes regras:
(1) Se u e v sdo termos, entdo u = v é uma férmula atdmica;

(2) Se u e v sdo termos, entdo u< v é uma férmula atdmica.

Exemplo de férmulas atdmicas: x=x: , x¢x: ,Sx70 ,Sx75x: , xr0=x;
Xt SX=S(xprxz) , x1.0=0 , x<0.

Vamos agora considerar a teoria formal N com os seguintes axiomas ndo-légicos.

Axiomas ndo-ldgicos de A

NI Sx;# 0

N2. S5x1= Sx; = x1= Xz

N3. x;+ 0= x;

N4. x;+ Sx2= S( X1+ Xx2)

N5 x;.0=0

N6. x;1. Sxz=(Xx1. X2) + X1

N7 ~(x<0)

NB8. x1< Sxz = (X1< X2V X1 = X5)

N9. X1< X2V X1= X2V X2¢ X

Notemos que N tem os seguintes signos ndo-ldgicos:

0 (uma constante, denominada de zero),

S (um simbolo de fungdo undria, denominado de sucessor)

+ (um simbolo de fungdo bindria, denominado de adi¢do)

. (um simbolo de fungdo bindria, denominado de multiplicagéo)
<(um simbolo de predicado bindrio, denominado de menor gue)

Por fim, para enunciar o Primeiro Metateorema da Incompletude de Gadel, considerare-
mos as defini¢des abaixo.

Definigdo. Uma teoria T é extensdo de uma teoria S se todo teorema de S é teorema de
T.

Defini¢dio. Uma teoria T é consistente se ndo existe uma férmula F tal que F e ~F sdo
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teorema de T.

Primeiro Metateorema da Incompletude de Godel. Para toda extensdo consistente axio-
matizada T de N, existe, e podemos exibir, uma férmula fechada 67 tal que:

(1) 61 é verdadeira no Modelo Padrdo N
(2) Gy ndo é teorema de T;

Notemos entdio que o Metateorema acima implica que a verdade aritmética ndo é defini-
vel por meio de teorias axiomdticas, pois, para qualquer teoria axiomdtica T (extensdo de
N) existird uma verdade aritmética que ndo é demonstrdvel em T. Nesse sentido, podemos
dizer que a dimensdo semdntica relativa aos Ndmeros Naturais ndo pode ser reduzida & di-
mensdo sintdtica (mera manipulagdo de signos definidas por um conjunto finito de regras).

Passemos agora a descrever os aspectos gerais da metademonstragdo do Primeiro Me-
tateorema da Incompletude (para detalhes, ver Tassinari, 2003). O niicleo da metademons-
tragdo estd em construir, para cada extensdo axiomatizada Tde N, uma férmula 6, chama-
da de Férmula de Godel, tal que G implica sua prépria indemonstrabilidade em T. Portanto,
como T ¢ consistente, T ndo pode demonstrar Gr, o que mostra, por este fato mesmo, que
G é verdadeira. A analogia aqui com o paradoxo do mentiroso é evidente. Lembremos o pa-
radoxo do mentiroso: consideremos o enunciado "Eu estou mentindo". Ora, se este enuncia-
do for verdadeiro, entdo é uma mentira, portanto é falso; por outro lado, se for falso, entdo
é uma mentira, e, portanto, é verdadeiro; Igo, temos uma contradigdo. Porém, no caso da
férmula de Godel, ndo hd uma contradigdo propriamente dita, pois o que a férmula implica,
devido a sua construgdo como veremos a seguir, é sua prépria indemonstrabilidade, e ndo
sua autonegagdo. Dai decorre, ndo que ela ndo seja verdadeira, mas que ela ndo seja de-
monstrdvel. Um dos méritos do Metateorema €, portanto, também, diferenciar a nogdo de
verdade da nogdo de demonstrabilidade, bem como, diferenciar a nogéio de metademonstra-
¢do da de demonstragdo.

A metademonstragdo tem entdo os seguintes passos gerais.

(1) Inicialmente, define-se uma numeragdo de Godel, que consiste em representar, com
nimeros, as expressdes e as sequéncias de expressdes de T de N. Tal nimero é chamado de
numero de Gédel da expressdo ou da sequéncia de expressdes.

Notemos que como os termos e férmulas sdo expressdes e demonstragdes sdo sequén-
cias de expressdes (de férmulas), entdo a numeragdo de G6del permite associar um niimero
a cada férmula e um ndmero a cada demonstragdo (na Observagdo 1, mostramos como defi-
nir uma possivel numeragdo de Godel para N).

(2) A partir de (1), mostra-se como a demonstragdo em T pode ser representada por
uma férmula de T, que denominaremos de Dem(x,y), tal que, se x é o nimero de Godel da
demonstragdo da férmula de nimero Godel y, entdo a férmula Dem(x, y) é teorema de T.

(3) A partir de (2), podemos definir uma férmula Teor(a), ou seja, a férmula
IxDem(a, x), tal que Teor(a) € um teorema de T se, e somente se, a é o niimero de Gadel de
uma férmula que é teorema de T.

(4) Por fim, exibe-se uma férmula 6+, chamada de férmula de Gédel, tal que
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G+ é ~Teor([67]),
na qual [G+] € o nimero de Gédel da férmula G+, ou seja,

G+ expressa sua prépria indemonstrabilidade (veja na Observagéo 2, os passos gerais
para a construgdo de G+).

(6) Se G+ fosse um teorema de T, entdo também seria um teorema a férmula Teo+([6+]).
Ora, mas como G+ é ~Teo+([6r]), teriamos que sdo teorema de T as férmulas Teor([6+]) e
~Teor([6+]), 0 que ndo & possivel, se a teoria T é consistente.

Podemos, entdo, concluir que, se T é consistente, entdo 6+ ndo pode ser demonstrada
em T.

(7) Portanto, temos que Gr ndo é demonstrdvel em T, e, por este fato mesmo, jd que
afirma sua prépria indemonstrabilidade, é verdadeira, o que metademonstra as partes (1) e
(2) do Metateorema.

Observagdo 1. Uma possivel numeragdo de Gédel para a teoria N.

Inicialmente, vamos associar ds infintas varidveis x; da teoria N os nimeros pares:
X1 X2 X3 X4 X5 Xo

2 4 6 8 10 12

Assim, sobram os nldmeros impares paras associarmos aos outros signos de N. Associa-
mos, pois, a cada signo de N, os seguintes nimeros:

~=>Y 20585 + < () x
13 5 7 91113 15 17 19 21 2

Com isso toda expressdo (que é uma sequéncia de signos) fica associada a uma sequéncia
de nimeros, por exemplo, a férmula ~(x<0) estd associada a sequéncia de nimeros (1, 19, 2,
17,9, 21).

Vamos agora mostrar como associar um nimero a cada sequéncia de niimeros. Conside-
remos os ndmeros primos, isto €, os nimeros que sdo divididos apenas por si mesmos e por 1,
ou seja: 2, 3, 5,7, 11,13, 17 efc. Se p, denota o n-ésimo niimero primo (ou seja, p1=2, p.=3,
ps=5, p4=7 etc.), entdo podemos atribuir a cada sequéncia de ndmeros (x1, ...X,) o hdmero p;.
p2%. ... p.™ por exemplo, & sequéncia (1, 19, 2, 17, 9, 21) atribuimos o nimero:

Pll‘leg‘P32-P417~P59~P621 - 21319 52 717 119 132 -
582.565.235.856.745.000.000.000.000.000.000.

Com isso, associamos um ndmero a cada expressdo de N (e termos e férmulas sdo ex-
pressGes de N), chamado de nimero de Godel da expressto. Por exemplo, calculamos acima
o nimero de Gédel da férmula ~(xx0).

xn

Como a cada sequéncia de nimeros (X1, ...x,), podemos associar o nimero p;*. p; pa
e como uma demonstragdo é uma sequéncia de férmulas, entdo podemos associar um niimero
a cada demonstragdo. Esse nimero é chamado de niimero de Godel da demonstragdo.

x2

Observagdo 2. Como construir a férmula de Godel.

A partir de uma numeragdo de Gadel é possivel mostrar que existe uma férmula, que de-
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notamos por Dem(x, y), tal que se x é o nimero da demonstragdo da férmula de nimero y,
entdo a férmula Dem(x,y) é teorema de T. Com isso, podemos representar os teoremas de
T pela férmula 3xDem(a, x), que pode ser denominada por Teor(a).

Além disso, é possivel mostrar como calcular a fungdo Sub([A], [x], [a]) é o ndmero da
férmula que resulta da substituigdo da varidvel x, pelo nimero do termo a.

Vamos entdo mostrar, em linhas gerais, como obter a férmula 6r.

Comecemos pela férmula: ~Teor(xi).

Se a varidvel x; vier a ser substituida pelo numeral [A], obtemos a férmula ~Teo+([A])
que é verdadeira se, e somente se, A ndo é um teorema de T.

Como 2 ¢ o niimero de Godel da varidvel x;, temos entdo que Sub([A], 2, [a]) € o nlimero
da férmula que resulta da substituigdo de x; pelo numeral [a] da expressdo a.

Chamemos, entdo, de 6 a férmula

G : ~Teor(Sub(xi, 2, 1)),

e, chamemos de Gt a férmula

Gy : ~Teor(Sub([6], 2, [6])),

temos que

(#) G+ é o resultado de se substituir em G a varidvel x; pelo numeral [G].

Pela interpretagdo de Teor e Sub em G+, femos que G+ é verdadeira se, e somente se,
a férmula que resulta de 6,

pela substituigdo da varidvel x; pelo numeral [6], ndo é um teorema de T.

Ora, mas por () acima, esta férmula, que G+ afirma ndo ser teorema, é a prépria Gr.
Assim,

Gr: ~Teo+([67]),
Temos, pois, que a férmula Gy afirma sua prépria indemonstrabilidade.
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A Loaica E As Loaicas: SoBRE A NoCAO DE
SisTEmA FORMAL E 0 PrINCIPIO DA LIBERDADE LOgicA!

Ricardo Pereira Tassinari

Itala M. Loffredo D Ottaviano

INTRODUGAO: A NOGAO DE SISTEMA FORMAL

D e forma geral e resumida, para tratarmos da nocio de
sistema formal, a Ldgica pode ser definida como o estudo das formas dos
argumentos validos.

Lembremos que um argumento, que parte de certas assergoes
(chamadas de premissas do argumento) e chega a uma assercio final
(chamada de conclusio do argumento), é vdlido (por definicao), se a
conclusdo segue necessariamente das premissas.

Em sentido amplo, essa é a prépria definicao de silogismo dada

por Arist6teles (2005, p. 347):

! Apoio FAPESP.
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O silogismo ¢ um discurso argumentativo no qual, uma vez
formuladas certas coisas [as premissas], alguma coisa distinta destas coisas
[a conclusdo] resulta necessariamente através delas pura e simplesmente.?

Podemos dizer, ainda de forma geral, que explicitar esse
“necessariamente”, ou mais exatamente, a necessidade ldgica (por vezes
denominada de inferéncia vdlida ou inferéncia légica), foi, e continua
sendo, um dos principais objetivos da Légica.

Além disso, a partir de uma caracterizagio da necessidade logica,
estudamos também, na Légica, os sistemas axiomadticos, que servem a
sistematizacdo de uma drea do conhecimento na qual necessitamos de
dedugoes e demonstragdes. Vejamos entio o que vem a ser o sistema
axiomdtico a partir de algumas defini¢cées introduzidas informalmente
para depois mostrar uma caracterizagio formal das mesmas.

Em geral, assumimos que uma dedugio de uma asser¢io (chamada
de conclusio da dedu¢io) a partir de outras asser¢oes (chamadas de premissas
da dedu¢io) é um argumento vélido (sendo as premissas e conclusio da
dedugio, respectivamente, as premissas e conclusio do argumento).

Na sistematizagio de uma drea do conhecimento, como as
dedugbes sempre se apdiam em asser¢des anteriores, devemos aceitar
determinadas asser¢es como primeiras para nao cairmos em um regresso
infinito; essas primeiras asser¢des, que aceitamos sem delas ter uma
deducio, sio chamadas de axiomas.

A partir dos axiomas, regras de inferéncia estabelecem entio como
passar de uma asser¢do a outra, em dedug¢des e demonstragoes, gerando
assercoes chamadas de teoremas. Notemos que as regras de inferéncia
também sdo argumentos validos.

Uma demonstragio de uma assercao (ou seja, de um reorema) é
uma dedugio dessa mesma assercio a partir apenas dos axiomas.

Assim, axiomas, dedu¢des, demonstragées e teoremas sio partes
integrantes dos sistemas axiomdticos estudados pela Légica.

Contemporaneamente, para o estudo da forma dos argumentos
validos e dos sistemas axiomdticos, elaborou-se um recurso de andlise,

> Tépicos 1.1.100a 25, cf. também Analiticos Anteriores 1.1.24b e Refutacoes Sofisticas 1.165a.1
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denominado sistema formal (ou teoria formal). Essa nocio nasce
propriamente, na Filosofia da Ldgica e da Matemdtica, com a corrente
formalista, que toma como um de seus objetos de estudos os sistemas de
operagdes’ sobre signos graficos.

Notemos que a corrente formalista referida aqui tem em David
Hilbert seu principal representante e se constitui, principalmente, a partir
de reflexdes sobre as grandes sistematizacoes da Ldgica, como os trabalhos
de Johann Gottlob Frege (dentre eles, Conceitografia: uma Linguagem de
Formulas dos Pensamentos Puros Copiada da Aritmética, de 1879, e Leis
Fundamentais da Aritmética: Exposicio do Sistema, de 1893-1903) e de
Alfred North Whitehead e Bertrand Arthur William Russell (Principia
Mathematica, em 3 volumes, publicados entre 1910-1913)°.

Podemos dizer que um sistema formal ¢é a parte sintdtica de um
sistema axiomdtico. Com efeito, um sistema de signos e de operacoes
sobre eles possui tanto uma parte seméntica (relativa aos significados dos
signos) como uma parte sintdtica (que aqui serd considerada como as
marcas no papel usadas para representar os significados?). Nesse sentido, as
operagdes sobre a parte sintdtica dos signos representam operagées sobre
a parte seméntica dos signos. A idéia ¢ entdo estudarmos as relagoes e
operagdes semanticas a partir das relagoes e operagoes sintdticas dos signos.
A vantagem desse estudo ¢ a de substituir elementos abstratos ¢ invisiveis
por outros elementos concretos e visiveis’ e, a partir dai, definir, de forma
mais rigorosa, nogoes légicas como as de dedugéo, consequéncia sintdtica,
demonstracio e teorema.

Passemos entdo a uma defini¢io geral de sistema formal.

3 Ao leitor mais especializado na drea, observamos que o termo operagdo, neste trabalho, designa uma funcao
matemdtica parcial; i.e., uma fungio fque associa, a cada elemento (ou lista de elementos) de um dominio D,
para o qual festd definida, um elemento de D, podendo nio estar definida para todo elemento (ou lista de
elementos) de D.

* Cf. Bochenski (1966, p. 299, 306-307).
> Cf. Kneale, W. ¢ Kneale, M. (1962, p. 697) e Bochenski (1966, p. 299).

6 Distinguem-se, relativamente 4 parte sintdtica de um signo, tipo ¢ ocorréncia (em Inglés, type e token). Por

exemplo, para um mesmo tipo “u” podemos ter vérias ocorréncias, como no caso da palavra “Curupira’.
Podemos entao operar sobre os tipos operando sobre as ocorréncias.

7 Cf. Frege (1983) e Shoenfield (1967, p.2).
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Defini¢do 1: Um sistema formal (ou teoria formal) se constitui dos seguintes
elementos.

1. Um conjunto de signos, chamado de alfabeto do sistema formal.
Dado o alfabeto do sistema formal, podemos definir seu conjunto
de expressoes, sendo que uma expressdo do sistema formal é qualquer
sequéncia finita de signos do alfabeto.

2. Um subconjunto do conjunto de expressoes do sistema formal, cujos
elementos sio denominados de fdrmulas-bem-formadas do sistema
formal ou, simplesmente, de formulas do sistema formal (a linguagem
do sistema formal constitui-se entio do alfabeto e das férmulas do
sistema formal).

3. Um subconjunto do conjunto de férmulas do sistema formal, cujos
elementos sdo denominados de axiomas do sistema formal.

4. Um conjunto de relacdes entre férmulas do sistema formal, que sio
chamadas de regras de inferéncia do sistema formal (as premissas ou
hipdteses da regra de inferéncia sao as férmulas as quais se aplica a regra
para, a partir delas, obter-se uma nova férmula, chamada de conclusio,
ou consequéncia imediata, da regra de inferéncia)®.

Em um sistema formal, os axiomas sdo, usualmente, classificados
em axiomas légicos e axiomas ndo-légicos, que correspondem, respectivamente,
na Légica Tradicional’, aos axiomas e postulados de uma teoria®, distingao
essa que remonta ao proprio Aristételes'. Podemos dizer, em poucas palavras,
que os axiomas légicos sio “as verdades da Légica’, enquanto os axiomas nio-
l6gicos sao “as verdades do dominio particular estudado”.

Dados os elementos de um sistema formal S, podemos entio
definir, rigorosamente, as nogoes de demonstragdo, teorema, deducio
e consequéncia sintdtica. Terminemos esta secio introduzindo estas
definicoes.

8 Notemos que as regras de inferéncia sao operagoes sobre formulas (no sentido empregado na Nota 1) e,
consequentemente, operagdes sobre signos (pois, estamos considerando que uma expresso, isto ¢, uma
sequéncia de signos, ainda ¢ um signo).

¥ Usaremos, como se faz habitualmente, o termo Ldgica Tradicional para designar a teoria légica de Aristételes
(principalmente a teoria dos silogismos) e suas posteriores sistematizagoes.

10 Cf. Eves (2004, p. 179).
' Cf. Aristételes (Analiticos Posteriores 72a, 2005, p.255).
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Definigio 2: Uma demonstragio de uma férmula B em um sistema formal S
¢ uma sequéncia de férmulas 7, ..., ¥ do sistema formal tal que:

1. Cadauma das F, (1 < i < n):
a) ou é um axioma do sistema formal S;

b) ou ¢ uma consequéncia imediata de alguma regra de inferéncia de S a
partir de férmulas anteriores na sequéncia;

2. F ¢éaprépria férmula B.

Defini¢io 3: Um teorema do sistema formal S ¢ qualquer férmula para a
qual existe uma demonstracio em S.

Defini¢do 4: Uma dedugdo, no sistema formal S, de uma férmula B
(chamada de conclusio da dedugao) a partir de um conjunto I" de férmulas
de S (chamadas de premissas ou hipdteses da dedugio) é uma sequéncia de
férmulas F,..,F de S tal que:

1. Cada uma das F, (1 < i < n):

a) ou ¢ uma férmula de I

b) ou é um axioma do sistema formal S;

¢) ou é uma consequéncia imediata de alguma regra de inferéncia de S a

partir de férmulas anteriores da sequéncia;

2. F ¢éaprépria férmula B.

Defini¢io 5: Em um sistema formal S, uma férmula B ¢ uma consequéncia
sintdtica, de um conjunto I" de férmulas de S se, e somente se, existe uma

dedugio de B, em S, a partir de T

Em geral, escrevemaos:

I-S B
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para denotar a existéncia de uma dedugio, em S, da férmula B a partir das
férmulas do conjunto I' de férmulas;

T,B}C

para denotar a existéncia de uma dedugio, em S, da férmula C a partir da
férmula B e das férmulas do conjunto I' de férmulas; e

ks B
para denotar que B é teorema de S (a idéia aqui ¢ que a demonstracio é um
caso particular da dedug¢do, uma dedugio a partir de um conjunto vazio de
premissas, e que | B denota que existe uma demonstragio para B, ou seja,
B ¢é teorema de S)™.

LOGICA CONTEMPORANEA: A LOGICA E AS LOGICAS

Introduzidas as definicoes de sistema formal, demonstracio,
teorema, deducio e consequéncia sintdtica em um sistema formal, podemos,
entdo, discutir o papel dos sistemas formais na Légica Contemporanea e
sua relacdo com alguns usos do termo “légica”.

Como vimos, em geral, em um sistema formal ou teoria formal,
os axiomas sdo divididos em axiomas légicos e axiomas nio-légicos, sendo
que os axiomas nao-lgicos dizem respeito ao dominio especifico do
conhecimento que sistematizamos com a teoria. No caso de nio termos
axiomas nio-ldgicos, todos os axiomas do sistema formal sio axiomas
l6gicos, o que significa que esses axiomas, juntamente com as regras de
inferéncia, regulam as inferéncias validas (demonstragées e dedugdes) e
determinam as proposicoes demonstrdveis (os teoremas) e, portanto,
definem formalmente « ldgica estudada.

Assim, a nogao de sistema formal permite introduzir uma primeira
acepedo usual do termo “l6gica”:

12 Notemos que, como as regras de inferéncia sio operagoes sobre signos (confira Nota 6 acima), a demonstragio
¢ a dedugio podem ser consideradas ainda operagoes sobre signos (que partem das premissas e dos axiomas ¢
resultam, respectivamente, em teoremas ¢ consequéncias sintdticas); o signo |-S”, usado nos trés casos acima,
denota entao a possibilidade de realizagao dessas operagoes.
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Uma légica, em sentido estrito, é um sistema formal

Com efeito, tanto Frege quanto Russell, nas obras citadas na
segao anterior, propuseram sistemas formais que pretendiam sistematizar o
conhecimento 14gico e, também, parte do conhecimento matemdtico®. J4
na Conceitografia (Begriffsschrift) de Frege, que exibe um sistema sintdtico
que representa operagoes semanticas vélidas realizadas na Légica, podemos
encontrar a crenga de que a Logica se deixaria expressar por um tnico
sistema formal'. Mas a questdo da existéncia de um dnico sistema formal
para a Ldgica se apresentou mais complexa do que parecia & primeira vista,
como mostrard o desenvolvimento histérico posterior da Légica.

Comentemos, entio, a questiao dos principios légicos, que nos
sistemas formais sao expressos pelos axiomas légicos.

Na Légica Tradicional, uma das exigéncias que se fazia em relagio
aos seus axiomas 16gicos ¢ que esses fossem auto-evidentes'. Dessa forma, os
axiomas seriam imediatamente aceitos por qualquer um e nio precisariam
de demonstragées, o que evitaria uma regressao ao infinito para justificd-
los, e garantiriam a veracidade das proposigoes apoiadas sobre eles. Porém,
o critério para se determinar o que é ou ndo auto-evidente foi sofrendo
uma extensao que, aos poucos, foi descaracterizando-o.

Um momento importante dessa descaracterizagio foi o da
descoberta, por Bertrand Russell, da possibilidade de derivagio de uma
contradicio no Leis Fundamentais da Aritmética: Exposi¢io do Sistema de
Frege's. Frege, em um Postscriptum ao segundo volume da obra', reconhece
a existéncia do problema e expoe um outro paradoxo que ficard conhecido,
posteriormente, como o Paradoxo de Russell (mas que, na verdade, ¢é
diferente daquele que Russel relata em sua carta). Expomos, a seguir, o
Paradoxo de Russel em uma versio contemporanea.

'3 Ambos sio considerados, na Filosofia da Logica ¢ da Matemdtica, representantes da corrente logicista,
justamente por acreditar que conhecimentos matemdticos fundamentais (e.¢. da Aritmética) poderiam ser
deduzidos das sistematizacoes da Légica propostas por eles.

!4 Podemos encontrar raizes dessa concep¢ao na lingua characteristica universalis e no calculus ratiocinator de
Leibniz. (Cf. Granger (1955), Blanché (1985), Kneale, W. ¢ Kneale, M. (1962)).

' Cf. Aristételes (2005, p. 254-255).
1¢ A tradugdo da carta em que Russell comunica a Frege sua descoberta pode ser encontrada em Carta... (2012).
17 Cf. Kneale, W. e Kneale, M. (1962, p. 659-660).
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Parece auto-evidente que podemos assumir que a todo predicado
estd associada sua extensio, isto ¢, a classe dos objetos que o satisfazem.
Assim, por exemplo, ao predicado “homem” estd associada a classe dos
homens. Vamos chamar tal classe de H. Por outro lado, temos que a classe
dos homens nao é um homem e, assim, a classe dos homens nao pertence
a si prépria, ou seja, em uma notagdo contemporanea, ¢ H. Podemos
entio considerar o predicado “classe que nao pertence a si prépria” que, em
notacio contemporanea, pode ser expresso pela férmula “x#x”, ou seja, a
classe x ndo pertence a x. Vamos chamar de R (em homenagem a Russell)
a seguinte classe:

R={x|x¢x}.

Ou seja, R ¢ a classe de todas as classes que nio pertencem a
si proprias. Podemos agora perguntar: R é uma classe que pertence a si
prépria, ou seja, ReR? Ora, um elemento x pertence a R se, e somente se,
nao pertence a si proprio, ou seja, x¢x; em signos:

XER & x¢Ex.
A resposta a nossa pergunta ¢ entio:

ReR< ReR,
0 que é uma contradigao!

Portanto, nio ¢é verdadeiro que a todo predicado estd associada
sua extensdo, contrariando a aparéncia de auto-evidéncia evocada para
justificar esse principio.

A partir dai, como nos diz Haack (2002, p.36, grifo do autor):

A resposta de Frege a descoberta da inconsisténcia foi admitir que ele
nunca tinha realmente pensado que o axioma relevante fosse #io auto-
evidente quanto os outros — um comentério que bem pode levar a um
sauddvel ceticismo a respeito do conceito de auto-evidéncia.

Se a auto-evidéncia dos principios assumidos foi se mostrando
cada vez mais fraca e, também, dificil de ser caracterizada, por outro lado,
a partir da meta-reflexdo a respeito dos sistemas logicos percebeu-se a
possibilidade de se assumir outros principios légicos.
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Com efeito, se podemos por em questdo certos principios, ¢
porque eles nio se mostram como necessdrios — “necessério” equivalendo
a “ndo ¢é possivel ser de outra forma”. E como um principio (axioma) nio
pode ser demonstrado (pois, se o fosse, ndo seria verdadeiramente um
“principio”), neste caso, s6 resta uma argumentago retérica para justificd-
lo. Af comega a possibilidade de se ter diversos sistemas formais e, a partir
dai, diversas logicas'.

Para citar um exemplo, consideremos um dos principios basilares
da Ldgica Cléssica, o Principio da Nio-Contradi¢io, segundo o qual
nenhuma proposi¢io pode ser, a0 mesmo tempo, verdadeira e falsa.
Notemos que este principio nio pode ser demonstrado, por se tratar de
um principio. Notemos ainda que um principio légico deve se aplicar a
totalidade das proposicoes e basta que se admita apenas um caso em que o
principio nao valha, para que, portanto, ele deixe de ser um principio. No
caso do Principio da Nao-Contradigio, se admitirmos de fato que hd uma
proposi¢io que ¢é verdadeira e falsa a0 mesmo tempo, como por exemplo,
o Paradoxo do Mentiroso", entio, o Principio da Nao-Contradicio deixa
de valer para nés. Neste caso, deixam de valer algumas regras de inferéncia
da Légica Cléssica, derivadas, como por exemplo, que de uma contradicao
tudo segue (que tem o belo nome latino ad falsum quod libitum ou,
também, ex contradictio sequitur quodliber). A partir dai, podemos elaborar
sistemas em que a existéncia de contradi¢ées nio torne os sistemas triviais,
que sdo exatamente os sistemas chamados de paraconsistentes®.

Mais ainda, como a linguagem do sistema formal ¢ artificial e
convencional, a accitabilidade dos axiomas e das regras de inferéncia
depende também da interpretagio de cada um dos signos”', ou seja, do que

'8 Para uma introdugdo a Histéria da Légica e o surgimento das légicas ndo-cldssicas, consulte D’Ottaviano e
Feitosa, 2003.

' De forma resumida podemos explicar a admissao da existéncia do Paradoxo do Mentiroso da seguinte forma:
seja “Paradoxo do Mentiroso” o nome dado a sentenca “O Paradoxo de Mentiroso ¢ falso”. Admitimos entio
que essa sentenga existe, jd que a estamos exibindo, e que ela expressa uma proposicao que é exatamente sua
prépria negagio. Uma répida andlise nos mostra entao que o Paradoxo do Mentiroso ¢é verdadeiro se, e somente
se, ¢ falso, 0 que é uma contradicao. Assim, se assumimos que o Paradoxo do Mentiroso existe e expressa sua
negagao, assumimos que existe uma contradigao.

% Notemos que a paraconsisténcia nos permite admitir a existéncia do Paradoxo do Mentiroso sem que da
existéncia dessa contradico infiramos que tudo pode ocorrer, pela regra do ad falsum quod libitum; na visao dos
autores, ¢ uma expressao de paraconsisténcia na metalinguagem.

' Cf. Haack (2002, p. 60).
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chamamos seméntica do sistema formal. Dai a dificuldade ainda maior em
se estabelecer um sinico sistema formal que expressaria toda  Légica.

Por exemplo, usualmente, o signo “A” ¢ utilizado para indicar a
conjungio de duas proposigoes, isto é, que duas proposi¢oes tem que ser
verdadeiras simultaneamente. Assim, se temos as sentencas B e C tais que:

= «

O homem ¢ racional”
C =“O homem ¢ mortal”
A férmula “BAC” ¢ lida como “O homem ¢é racional e mortal”.

Uma das regras da Légica Cldssica é que, da premissa “BAC”,
podemos inferir “CAB”. No caso, do exemplo acima, ela significa que,
da premissa “O homem ¢ racional e mortal”, podemos concluir que “O
homem ¢é mortal e racional”.

Entretanto, podemos considerar que a conjungio deva representar
também uma ordem temporal, como no caso em que:

B =“O homem vive”
C = “O homem morre”

Neste caso, niao podemos, da premissa “BAC”, inferir “CAB”, ou
seja, ndo podemos da premissa “O homem vive e morre”, inferir que “O
homem morre e vive”.

Essas duas interpretacdes da conjungio “A” nos permitem entio
ver como a aceitabilidade dos axiomas e das regras de inferéncia dependerd
da seméintica estabelecida para ela e, portanto, da semantica do sistema

formal.

Com a possibilidade de existir mais de um sistema formal que
expresse inferéncias vélidas e, portanto, vdrias formas de pensar, a Légica
passa, entdo, a ser um campo de estudo dos diversos sistemas formais
({dgicas e teorias construidas sobre elas), seus pressupostos e consequéncias,
bem como das semAnticas a eles associadas. Nesse sentido, podemos
estabelecer uma segunda acep¢io do termo “légica”, que designaremos
pelo substantivo préprio “Légica”:
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A Légica, em sentido amplo, é uma disciplina, uma ciéncia,
um ramo do saber, na qual se estuda diversos sistemas formais,
e ndo se constitui, necessariamente, em apenas um sistema formal.

E, por isso, em Ldgica, estudamos légicas.

Por fim, identificamos, na literatura sobre Légica, uma terceira
acepgio do termo “légica’, que também ¢é usual:

O termo “légica’, como, por exemplo, em “Ligica Modal”, é empregado
para indicar uma sub-drea da Ldgica, na qual se estuda algumas
nogoes conexas & Logica e alguns sistemas formais a elas relacionados.

Vemos entio como o movimento histérico de andlise dos
elementos da Légica levou a mudancas fundamentais na drea; nao apenas
criando uma nova terminologia, na qual o préprio termo “logica” recebe
diferentes acepgoes (vimos aqui, sem pretender sermos exaustivos, trés
acepgbes usadas), mas também e principalmente modificando nossa
prépria forma de entender o que ¢ a Légica®.

A LIBERDADE LOGICA E SEU PRINCIPIO
Como entender entdo esse panorama de evolugio da Ldgica?

Em uma primeira aproximacio, podemos dizer que, na
investigacio l6gica, o pensar, pensando sobre si mesmo, busca regras gerais
subjacentes s suas inferéncias particulares, buscando estabelecer as leis
16gicas. Também podemos dizer que os axiomas légicos e regras de inferéncia
de um sistema formal sio principios que expressam essas leis logicas. Esses
principios ndo sio demonstrdveis (pois sdo “principios”) e necessitam de
critérios para serem estabelecidos. Em especial, na Légica Tradicional, o
principal critério ¢ o da auto-evidéncia. Entretanto, a auto-evidéncia dos
principios assumidos foi se mostrando cada vez mais fraca e, nesse sentido,
cada vez mais dificil de ser caracterizada. Na meta-reflexdo a respeito dos
sistemas légicos, percebeu-se a possibilidade de assumir outros principios
légicos. Conjuntamente a essa possibilidade, como a linguagem do sistema
formal ¢ artificial e convencional, a aceitabilidade dos axiomas e das regras

2 Sobre os fundamentos da Légica assim concebida, recomendamos a leitura do livro Ensaio sobre os Fundamentos
da Légica do eminente légico brasileiro Newton da Costa (DA COSTA, 1994).
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de inferéncia depende também da interpretagio de cada um dos signos, da
semantica do sistema formal. Esse cendrio mostrou a impossibilidade de
se estabelecer um sinico sistema formal que expressaria, de forma unanime,
toda « Légica. Ora, na medida em que nio ¢é possivel estabelecer um sinico
sistema formal que expresse toda a Légica, vérios sistemas sio possiveis.
Porém, para que um sistema formal seja efetivamente regulador de nossas
inferéncias, todas as inferéncias realizadas devem estar no sistema formal
(devem ser demonstracoes e dedugoes possiveis de serem representadas no
sistema formal).

Nesse sentido, propomos entio a seguinte interpretagao:

1. podemos dizer que leis l6gicas sio leis que o pensamento estabelece a
si proprio;
2. mas, na medida em que ele “estabelece a si” essas leis e pode manter-

se efetivamente dentro delas, entio, elas se tornam, efetivamente, leis
para o pensamento;

3. nesse sentido, existe o que podemos chamar de autodeterminacio do
pensamento; e

4. logo, nio se pode restringir, necessariamente, a forma légica do
g g g
pensamento em geral aquela de um célculo ldgico particular qualquer.

Nesse sentido, a auto-referencialidade dos conceitos e regras do
pensamento ¢é auto-instauradora® e permite estabelecer mais de uma légica
para o pensamento em geral.

Denominamos essa interpretagio ou esse factum, para usar a
terminologia de Granger®, de Liberdade Légica ¢ o principio que afirma
existir a Liberdade Légica de Principio da Liberdade Légica.

Nossa posicio pode ser interpretada, segundo as categorias
estabelecidas por Haack (1998, p. 291-292), como sendo um caso de
pluralismo global; aqui pluralismo significa que “hd mais de um sistema
l6gico correto” e global significa que

» Com efeito, nesse caso, a autodeterminagio de um sistema légico pelo e para o pensamento ¢ um caso
particular da auto-instauragio da realidade por um conhecimento filoséfico tal como exposto em Tassinari,
2007, p. 240-242.

2 Cf. Granger (1989, p. 264, 275) e Tassinari (2007, p. 242).
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[...] principios légicos deveriam valer independentemente do assunto.
Contudo [...] nega[mos] ou que os l6gicos cldssico e alternativo estejam
realmente usando “vdlido”/“logicamente verdadeiro” no mesmo
sentido, ou entdo que eles estejam realmente discordando sobre um e
0 mesmo argumento.

Com relagdo a nio se poder restringir a forma do pensamento a
de um sistema axiomdtico®, notemos que nao hd um sistema axiomdtico
completo jd para o Célculo de Predicados de Segunda Ordem? (e também
para os de ordem superior, que ainda seguem principios da Léogica Cldssica,
como o Principio da Nio-Contradicio e o Principio do Terceiro Excluido).

Mas, o que o Principio da Liberdade Légica afirma é bem mais
que isso. Com efeito, o Principio da Liberdade Légica se expressa, em
relagio A constitui¢do de sistemas formais, da seguinte forma: a escolha
da linguagem estabelece o conjunto de férmulas possiveis e esse conjunto
jd pode ser interpretado como um sistema formal, chamado, em geral, de
trivial; a partir desse conjunto, temos entao varios subconj untos que, desde
que tenhamos regras que permitam defini-los, essas regras também definem
um sistema formal, uma légica; podemos, a partir dai, estabelecer, para nés,
que nosso pensar siga um desses sistemas formais; e, se, de fato, podemos
nos manter dentro dessas regras, o sistema formal escolhido estabelece uma
forma possivel para o pensamento. E, portanto, a possibilidade de nos
mantermos dentro das regras estabelecidas por uma légica (sistema formal)
que faz dela uma légica possivel.

CONCLUSAO

Em resumo, podemos entio considerar a Légica como o estudo

as diversas formas de expressio das leis do pensamento, enquanto livre
das d fe d das leis d t to |
pensamento, e., daquele que pode dar as suas regras e tornd-las efetivas.

u ainda, na medida em que essa liberdade se estabelece pelo pensamento
(@) d did q liberdad tabel 1 t
que se pensa a si proprio, enquanto meta-reflexdo, a Légica é o estudo das
préprias formas do (auto)pensamento livre.

» Em termos mais técnicos o termo “sistema axiomdtico” indica “sistema formal recursivamente axiomatizdvel”.

¢ Cf. Mendelson, 1997, p. 376.
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Vemos assim, porque, nesse estudo, tornou-se importante e uma
tarefa quase que obrigatéria a um légico contemporineo que propoe uma
nova légica, nio apenas determinar se um sistema formal S proposto é
decidivel—1i.e., se, para toda férmula F, existe um método efetivo (algoritmo)
para decidir se F é ou niao um teorema de S —, mas também determinar o
quanto S “cobre” do campo semAntico que sistematiza, ou seja: estudar o
que se chama usualmente de corregio e de completude do sistema formal S
em relacdo a uma seméntica para §7.

Podemos, entio, dizer que a Légica se nutre dos diversos resultados
sobre os sistemas formais. E, enquanto o estudo do autopensamento livre,
a Légica se torna cumulativa e descobridora de suas préprias formas?.

Notemos que essa concep¢do nio estd necessariamente em
contradi¢io com uma concepgio platdnica, usual na Légica e na
Matemdtica, da existéncia atual de um universo das formas (possiveis).
Com efeito, nesse universo encontramos, também, as diversas formas
dos sistemas formais e, portanto, as diversas formas do autopensamento
estudadas pela Légica; e o Principio da Liberdade Légica ainda se mantém
vélido na medida em que, apesar de se encontrarem no universo das formas
possiveis, essas formas seriam aquelas do autopensamento, que ele explicita
para si através de suas préprias escolhas.

Por dltimo, podemos dizer que a Légica enquanto disciplina
caminhou, em seu movimento histérico, desde Aristételes até o periodo
contemporaneo, no sentido de se descobrir como estudo das formas vélidas
do autopensamento livre, ou seja, de efetivar e descobrir o Principio da
Liberdade Légica.

%7 Para introduzir aqui as defini¢ées de corregio e completude, podemos dizer, de forma bem geral e abstrata,
que estabelecer wma semdntica para um sistema formal S significa definir uma propriedade P para as f6rmulas
de S. Denotaremos, nesse caso, essa seméntica por &, Por exemplo, no caso da Légica Proposicional Cléssica, a
propriedade I é ser uma tautologia, i.e., ser verdadeira em todos os casos possiveis de veracidade e falsidade das
proposicoes atdmicas que compaée a formula e, no caso da Légica de Primeira Ordem, a propriedade ¢é ser valida.
Temos, entdo, as seguintes definigdes. Definigao. Um sistema formal S é correto, em relagio a wma semantica S,
se todo e qualquer teorema de S tem a propriedade P Defini¢do. Um sistema formal S é completo, em relagio a
uma seméntica S, se toda e qualquer férmula de S que tem a propriedade P é teorema de S.

% Podemos aqui identificar diferentes tipos de processos auto-organizados, porém reservamos para outros
trabalhos a discussio mais detalhada desse topico. Para uma discussao sobre Légica e Auto-Organizacio, cf.
Tassinari (2003).
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