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Resumo: O objetivo deste trabalho ¢é tracar alguns paralelos histéricos que existem entre a
oposicdo Darstellung/Beschreibung tal como ela ¢ usada por Wittgenstein no periodo
intermedidrio de seu pensamento € a mesma oposi¢cdo em alguns matematicos do século XIX,
pertencentes a duas escolas distintas que divergiam quanto ao método de produ¢do matematica.
Em seguida, retornaremos aos escritos de Wittgenstein, buscando mostrar em que medida esta
investigacdo historica pode ser util para iluminar alguns pontos de sua filosofia e levantar
alguns problemas que surgiram neste contexto.
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Abstract: The present work aims at outlining some historical parallels that exist between the
opposition Darstellung/Beschreibung as it is used by the so-called “middle Wittgenstein” and
the same opposition in some mathematicians of the nineteenth century, belonging to two distinct
schools that differed on the method of mathematical research. Then, we will return to
Wittgenstein's writings in order to show how this historical research may be useful to highlight
some points of his philosophy and to raise some problems that arose in this context.
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Introduciao

Nos escritos do periodo intermedidrio do pensamento de Wittgenstein, um dos
pilares de suas criticas a teoria dos conjuntos como fundamento da matematica ¢ a
recusa de que a matematica tenha um contetido descritivo, de que ela descreva “objetos
matematicos”. Em oposicdo ao termo “descri¢do” (Beschreibung), encontra-se

frequentemente o termo “apresentagdo” (Darstellung)’, e esta oposi¢io ¢, por diversas
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* O termo “Darstellung” ¢ muitas vezes traduzido por “representa¢io”. Evitamos esta op¢do de tradugio
por duas razdes: em primeiro lugar, o proprio autor contrasta o verbo “reprdsentieren” com o verbo
“darstellen”, por exemplo em: “ Wie gesagt: der Satzzeichen repréisentiert nicht - Es stellt dar”
(Wittgenstein 1999, Band iii, p. 88). O verbo “reprisentieren” ocorre aqui como sinénimo de “vertreten”,
assim como utilizamos o verbo “representar” como sinénimo de “substituir”, de “estar no lugar de
alguém”. Em segundo lugar, o termo “representagdo”, com uma conotagdo claramente psicoldgica, ¢, ndo
raro, utilizado para traduzir o vocabulo alemao “Vorstellung”.
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razdes, de fundamental importancia para compreender a posi¢ao do filosofo a respeito
da matematica neste periodo.

Em primeiro lugar, e em contraste com o Tractatus, nimeros serdo entendidos
como formas ou estruturas que sdo apresentadas por meio de esquemas numéricos’,
evitando assim a “nebulosa introdug¢do ao conceito de nimero por meio da forma geral
da operagdo™. Como o filésofo sustenta que formas nio podem ser descritas, mas
apenas apresentadas’, o numero, enquanto uma forma, também devera apenas ser
apresentado por um simbolismo perspicuo, isto €, por um simbolismo que tenha a
mesma multiplicidade da forma que pretende apresentar.

Além disso, a posi¢ao do filésofo em relagdo ao infinito na matematica esta
intimamente vinculada a esta oposi¢do. Aos olhos de Wittgenstein, a teoria dos
conjuntos, ao procurar trabalhar com o infinito atual, trata-o de modo amorfo como
ocorre quando formamos conceitos genuinos. Quando formamos um conceito genuino
como, e. g., “animal”, entendemo-lo sem que, para isso, nos seja dado qualquer animal
ou qualquer lei de construgdo de um animal. A teoria dos conjuntos também pretende
tratar o infinito apenas por meio de “propriedades” de objetos; pretende que, quando o
conceito ¢ bem definido, tais objetos possuem ou ndo a propriedade vinculada ao
conceito, mesmo que ndo esteja disponivel uma lei que possa antever os objetos que
terdo esta propriedade. O objeto matematico €, entdo, descrito pela proposicdo que
afirma o fato de ele possuir ou ndo tal propriedade. Esta concepcdo sera duramente
criticada pelo filésofo, j4 que na matematica nunca pode haver uma dualidade entre
“descrigao” e “efetividade” (ndo ha um reino de infinitos objetos abstratos que ¢
descrito “de fora” pela matematica). O infinito pode apenas ser dado
“intensionalmente”, isto ¢, por meio de uma lei segundo a qual é possivel produzir
“construgdes” (cada etapa da aplicacdo da lei produz uma “construcdo”, e isto ¢
somente o que uma lei pode produzir). Se a teoria dos conjuntos aceita trabalhar com o
infinito de modo ndo intensional, entdo ela aceita trabalhar com um infinito em que se
pode obter resultados nio governados por leis, isto ¢, acidentes. E por isso que o

filésofo afirma que “se hd uma realidade infinita, entdo também ha acidente no

* Cf. Wittgenstein, 1964, p. 129: “Die Zahlen sind das, was ich in meiner Sprache durch die
Zahlenschemata darstelle”. O contraponto com o Tractatus mereceria um tratamento mais aprofundado, o
qual ndo faremos neste trabalho.

* Wittgenstein, 1964, p. 131 (tradugio nossa).

> Cf. Wittgenstein, 1964, p. 208: “Eine Form kann nicht beschrieben sondern nur dargestellt werden”.
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infinito”™. O tnico modo de evitar esta dualidade ao trabalhar com a teoria dos
conjuntos seria supor que, para cada “conceito”, hd uma lei de constru¢do dos objetos
que caem sob este conceito. E nesse sentido que Wittgenstein afirma que a teoria dos
conjuntos “‘se erige sobre um simbolismo ficticio”, isto €, ela “pressupde que fossem
dadas classes de simbolos equivalentes a flecha, o que porém nao ¢ o caso (e nunca se
pode supor um simbolismo hipotético). E sobre esta suposi¢io ela continua erigindo™’.
Em outras palavras, ou a teoria dos conjuntos pressupde o infinito atual e portanto
pressupde que haja acidentes na matematica, e isto ¢, segundo o filésofo, um
contrassenso, ou ela pressupde que cada descri¢do € apenas aparente, e que € possivel
dar a lei geral que constrdi os objetos que satisfazem a descri¢do (no caso de “numero
par”, por exemplo, que seja possivel passar de “numero divisivel por 2” para a lei
expressa por [0, & &E+2]). Neste caso, ela “se erige sobre um simbolismo ficticio,
portanto sobre contrassensos™. Em ambos casos, portanto, ela é supérflua e ndo pode
servir de fundamento para a matematica.

O termo “Darstellung” também ¢ importante pois ele sera utilizado como
sinénimo do termo  “Konstruktion’®. Como muitos intérpretes afirmam que
Wittgenstein defende uma espécie de construtivismo em sua filosofia da matematica, ¢
fundamental, como veremos adiante, caracterizar este construtivismo em oposi¢cdo ao
“experimento aritmético”. Segundo o fildsofo, a obtengdo de um nimero por meio do
resultado de um experimento seria “a descrigdo, ndo a apresenta¢do de um numero”'’
(grifo nosso).

E notavel que, no Tractatus'', haja tdo pouca evidéncia desta distingdo
conceitual entre descricdo e apresentacdo. Em boa parte do livro, estes termos sdo
utilizados como sindnimos. A titulo de exemplo, a proposicdo ¢ caracterizada como

9912

sendo a “descri¢do de um estado de coisas” ~ (grifo nosso), e ela também apresenta este

: 13 . .
estado de coisas . Ha apenas um aforismo em que ambos termos aparecem em

® Wittgenstein, 1964, p. 163 (tradugio nossa).

7Wittgenstein, 1999, Band i, p. 136 (traducdo nossa).

¥ Ibid, p. 136 (tradugdo nossa).

’ Como, por exemplo, em [Wittgenstein 1999, Band i, p. 111: “Es ist ja nicht so, daB die Beschreibung
eine Zahl von auflen beschreibt, sondern sie stellt eine Zahl dar, sie konstruiert eine Zahl”.

"Wittgenstein, 1964, p. 240 (tradugdo nossa).

" Embora estejamos utilizando a tradugio de Luis Henrique Lopes dos Santos para as citagdes desta obra,
alteramos, afim de para manter a uniformidade do trabalho, a tradug@o de “darstellen” para “apresentar”
(ao invés de “representar’).

"2 Wittgenstein 2004, p. 169 (aforismo 4.023).

P Cf. p. ex., Wittgenstein 2004, aforismo 4.031: “Pode-se dizer sem rodeios: esta proposi¢do apresenta tal
e tal situacdo — ao invés de: esta proposi¢do tem tal e tal sentido. Cf. também [Wittgenstein 2004,

14 Kinesis, Vol. V, n° 09, Julho 2013, p. 12-25
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contraste explicito. Na parte do livro reservada ao esclarecimento das “proposi¢des da
logica”, o filosofo afirma: “As proposicdes logicas descrevem a armagao do mundo, ou

1% (grifo nosso). A ultima sentenga parece

melhor, apresentam-na. Nao 'tratam' de nada
sugerir que a oposi¢cdo entre descricdo e apresentacdo pode ser entendida do seguinte
modo: disciplinas como a ldgica e a matematica, ao contrario das ciéncias da natureza,
ndo “tratam” de nada, e por este exato motivo ndo podem ser propriamente descritivas,
J& que ndo haveria nada para descrever, nada que poderia ser chamado de seu objeto de
estudo (¢ por isso que elas devem cuidar de si proprias). Por outro lado, as ciéncias da
natureza tratam de seus respectivos objetos “de fora”, e ¢ por isso que sdo informativas,
quando verdadeiras. A funcdo, entdo, de disciplinas como a logica e a matematica seria
a de apresentar a “armacdo do mundo”, i. e., as relagdes de verdade entre proposi¢des
com sentido e as relagdes de substituibilidade mutua entre expressdes simbolicas.
Diante deste quadro, o objetivo deste trabalho ¢ tragar alguns paralelos historicos
que existem entre a oposicdo Darstellung/Beschreibung tal como ela ¢ usada pelo
filésofo austriaco do século XX, e a mesma oposi¢do em alguns matematicos do século
XIX, pertencentes a duas escolas distintas que divergiam quanto ao método de produgdo
matematica. Em seguida, retornaremos aos escritos de Wittgenstein para mostrar em
que medida esta investigacao historica pode ser util para iluminar alguns pontos de sua

filosofia e levantar alguns problemas que surgiram neste contexto.

I

A introducdo e o estudo de func¢des de numeros complexos na Alemanha em
meados do século XIX eram nitidamente divididos em duas abordagens. A primeira,
centrada na universidade de Gottingen, procurava estudar tais funcdes
independentemente de expressdes analiticas para elas, procurando descrevé-las por
meio de propriedades de modo que elas fossem completamente determinadas por elas.
A segunda, centrada na universidade de Berlim, priorizava o estudo da Darstellbarkeit
destas funcdes utilizando séries de fungdes mais simples ou outras expressdes analiticas
para elas. A primeira priorizava o aspecto conceitual da matematica, a segunda o
aspecto computacional. Matematicos como Riemann e Dedekind representavam a
primeira, enquanto que a segunda era representada por Weierstrass e Kummer, em

continuidade com o estilo de Euler. A primeira estd intimamente associada com a

aforismo 4.1]: “A proposicdo apresenta a existéncia e a inexisténcia dos estados de coisas”.
' Wittgenstein 2004, p. 259 (aforismo 6.124).

15 Kinesis, Vol. V, n° 09, Julho 2013, p. 12-25
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criagdo da teoria dos conjuntos e com a ideia de que conjuntos sdo primordiais para a
fundamentagio da matemética'. Procuraremos, primeiramente, caracterizar mais de
perto a primeira abordagem.

Em sua dissertacdo inaugural de 1951, Bernhard Riemann procurou fundar uma
nova teoria para a andlise de fungdes de varidveis complexas. A teoria buscava
caracterizar tais fun¢des por meio de propriedades fundamentais, sem que para isso

fosse preciso trabalhar com expressodes analiticas destas fun¢des. Segundo Riemann:

Os métodos anteriores para lidar com essas funcdes se baseavam
sempre em uma expressao da fungdo, por meio da qual seu valor, para
cada valor de seu argumento, ¢ dado. Mostrou-se, através de nossa
investigacdo, que, em decorréncia do carater geral de uma funcao de
uma grandeza variavel complexa, em uma definicdo deste tipo, uma
parte dos elementos de determinagdo (Bestimmungsstiicke) ¢ uma
consequéncia das demais, a saber, o montante de elementos de
determinacdo que foram reduzidos aqueles indispensaveis a
determinacdo [da fung¢do]. Isto simplifica essencialmente o tratamento
destas. Por exemplo, para provar a identidade de duas expressdes da
mesma fungdo, era geralmente necessario transformar uma na outra,
isto ¢, mostrar que ambas coincidem para cada valor da grandeza
variavel; agora basta estabelecer a coincidéncia de tais fungdes em um
dominio muito menor.

Uma teoria destas fungdes, baseada nos fundamentos aqui
estabelecidos, determinaria a configuracdo da funcdo (i.e., seu valor
para cada valor de seus argumentos) independentemente de um modo
de determinacdo através de operagdes de grandezas, de modo que,
para o conceito geral de uma fun¢do de uma grandeza variavel
complexa, sdo adicionadas apenas as caracteristicas necessarias para
determinar a funcdo, e somente entdo migra-se para as diversas
expressdes pelas quais a fungio pode ser fornecida.'®

Um importante pano de fundo para este passo inovador de Riemann ¢ a evolugao
do conceito de “fungdo” na matematica. De um modo bastante conciso'’, esta evolugdo
ocorreu do seguinte modo: até o inicio do século XVIII, uma fun¢do matematica era
uma certa expressao analitica que determinava, para cada valor de seus argumentos, um
unico valor. Euler, no entanto, ja admitia fungdes determinadas “por partes”, as quais

ele chamou de descontinuas. A fungdo, entdo, era continua quando ela era dada por uma

' Cf. Ferreiros, 2007, p. xx: “The idea that sets constitute the foundation of mathematics emerged very
early, and Cantor was by no means the leading exponent of this view. Its strongest proponent as of 1890
was Dedekind, but I shall argue that Riemann was also an important voice advocating this position.
Riemann took a significant step in the direction of introducing the language of sets, coupling this with the
conception that sets are the basic objects of mathematics. There are good reasons to regard his early
contribution as a significant influence on the early set-theoretical attempts of both Dedekind and Cantor”.
'Riemann, 1953, pp- 38-9 (traducao nossa).

"7 Voltaremos a tratar, adiante, de mais alguns pontos importantes desta evolugio do conceito de
“funcao”.
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unica lei ou expressdo analitica. Cauchy, em seu famoso Cours d'Analyse de 1821,
definiu o termo “continuidade” de modo a esta caracteristica ser uma propriedade da
propria “curva” (imagem da funcdo), independente de expressdes analiticas para ela.
Matematicos como Fourier e Dirichlet propuseram que uma fung¢do deveria ser
entendida simplesmente como uma correlagdo arbitraria entre dois conjuntos de valores,
independentemente desta correlagdo seguir ou ndo uma lei comum. E € nesse sentido
que uma fungdo ¢ entendida na matematica moderna (com a linguagem da teoria dos
conjuntos implicita), como uma relacdo bindria entre dois conjuntos C; e C,,
satisfazendo a propriedade de que, se a pertence a C,, b e ¢ pertencem a C,, aRb e aRc,
entdo b=c.

Ora, se fungdes deveriam ser entendidas como correlagdes arbitrarias
independentemente de fungdes analiticas para expressa-las, elas deveriam ser
determinadas pelas suas singularidades, pelas suas propriedades locais e globais que a
diferenciavam — exceto talvez por uma constante — de outras fungdes, ja que nem se
sabia se havia ou poderia haver uma expressdo analitica para elas'®. E esse conjunto
minimo de caracteristicas da fun¢do, independentemente da apresentagdo da fungdo por
meio de uma lei, que Riemann procurou prover.

A influéncia de Riemann pode ser facilmente notada no seu colega mais jovem,
Richard Dedekind, que via no trabalho de Riemann um modelo metodologico a ser
seguido. Em uma carta a R. Lipschitz, datada de 6 de outubro de 1876, Dedekind

afirma;:

Meus esforgos na teoria dos numeros sdo direcionados a basear a
investigacdo ndo em formas acidentais de apresentacdo ou expressoes,
mas em conceitos fundamentais simples e, através disto, — embora
esta comparacgdo talvez soe pretensiosa — alcancgar neste dominio algo
similar ao que Riemann alcangou no dominio da teoria das funcdes, e
nesse sentido eu ndo posso suprimir a observagdo de passagem de que,
na minha opinido, os principios riemannianos ndo sdo aplicados de
modo consequente na maioria dos autores, p. €x., também nas novas
obras sobre fungdes elipticas; quase sempre a simples teoria vem a
malograr devido a interferéncia desnecessaria de formas de
apresentagdo, as quais certamente deveriam ser apenas resultados, ndo
ferramentas da teoria."’

'8 Na verdade, Riemann, na sua dissertagdo inaugural de 1951, afirma que “fun¢@o arbitraria” e “funcéo
dada por certas operacdes de grandeza (Grdssenoperationen) sdo conceitos congruentes quando se
trabalha com fung¢des de uma variavel que assume valores reais, o que ndo serd o caso na analise
complexa, em que ha fungdes arbitrarias de uma variavel complexa que, segundo o autor, ndo podem ser
apresentadas por meio de uma combinagio de operac¢des de grandezas.

¥Dedekind, 1930, Band iii, pp. 468-9 (tradugdo nossa).

17 Kinesis, Vol. V, n° 09, Julho 2013, p. 12-25
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Na continuacdo da carta acima, Dedekind confessa que ele proprio havia outrora
introduzido a no¢ao de “campo finito” em conexdo com uma forma de apresentagdo,
sendo que esta poderia ser substituida por uma infinitude de outras formas de
apresentacdo, de modo que a defini¢do ja pressupunha que estas substitui¢des deixariam
a nog¢do intacta, isto €, que a no¢do era invariante em relacdo as diversas formas de
apresentacdo. A defini¢do mais satisfatéria seria, entdo, a fornecida por ele em 1971,
segundo a qual “um campo finito € um campo que possui apenas um numero finito de
divisores” ou, de modo equivalente, “um campo finito ¢ um campo que contém apenas
um nimero finito de nimeros independentes uns dos outros”?.

Em suma, para Riemann e Dedekind?!, a matematica deveria ser fundada néo
por meio de formulas algoritmicas para calcular seus objetos, mas por meio de
propriedades conceituais que descreviam estes objetos. Com isso, muitos resultados
importantes eram extraidos sem trabalhar explicitamente com formas de apresentagao,
mas tdo somente com propriedades caracteristicas de fung¢des e de conjuntos. Dirichlet
menciona, em uma passagem de seu discurso em memoria a Jacobi, esta proeminente
tendéncia da “nova analise”, a de colocar “pensamentos no lugar de calculos”?.
“Pensamentos”, aqui, devem ser entendidos como a defini¢ao e aplicagdo de “conceitos
fundamentais”, que descrevem os objetos da andlise, ao invés de apresenta-los, de
construi-los com formulas. O mesmo leitmotiv aparece em Hilbert: “Eu procurei evitar o
grande aparato computacional de Kummer, de modo que também aqui o principio de
Riemann fosse implementado, de acordo com o qual provas ndo devem ser compelidas
por calculos, mas simplesmente por pensamentos”™>.

Abordagem notavelmente distinta era, por outro lado, a de Weierstrass. Na sua
teoria sobre fung¢des de varidvel complexa, a propria no¢ao de “funcdo de varidvel
complexa” envolvia ja, em sua definicdo, uma forma de apresentabilidade. Enquanto
Riemann via as equagdes de Cauchy-Riemann como condi¢des necessdrias e suficientes
para que uma funcdo possa ser objeto do estudo da andlise complexa, Weierstrass

definia, como objeto de sua teoria, aquelas fung¢des de variavel complexa que eram

I ;. A .24 .. 1.
apresentaveis localmente por séries de poténcias™. Isto o permitia, com o auxilio de

2 Ibid, p. 469 (tradugdo nossa).

2 Também poderiamos incluir Cauchy, Dirichlet, Jacobi, entre outros.

** Dirichlet, 1987, p. 245.

Z Hilbert, 1932, p. 67 (traducdo nossa).

** Ambas teorias pressupunham o estudo de fungdes diferencidveis. A pergunta pelo objeto da teoria,
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uma técnica conhecida como “extensdo analitica”, reconstruir a totalidade da fun¢do a
partir de sua apresentagio local através de séries de poténcias®. Os ntmeros reais
também eram, na abordagem de Weierstrass, essencialmente vinculados a sua
apresentacdo por meio de séries — ¢ ndo de sequéncias, como no caso de Cantor —
convergentes. Toda a andlise, entdo, poderia ser estabelecida por meio de apresentacio
aritmética de seus objetos, isto ¢, de féormulas ou expressdes analiticas para calcula-los.
No caso de séries com infinitos termos, era requerida a prova da convergéncia da série,
de modo que o “infinito” fosse aqui apenas uma facon de parler.

Em seu curso de 1886, Weierstrass apresenta, a partir do seu ponto de vista, o
desenvolvimento histérico do conceito de “fun¢do”. Neste contexto, alguns matematicos
como Leibniz, Jacob, Euler e Lagrange sdo tomados como exemplos do uso de “fun¢io”
como sindnimo de expressdo analitica. Apds os trabalhos de Johann Bernoulli, o
conceito de continuidade de uma funcao se altera, segundo Weierstrass, de modo que tal
conceito se torna independente da expressdo analitica da funcdo. Ora, se, para os
primeiros autores, o termo “fun¢do” era um sinénimo de “expressdo analitica”, esta
nova definicdo de continuidade sequer fazia sentido. Importante para a compreensao da
mudanga do conceito de “continuidade de uma fun¢do” é o problema da corda vibrante.
Neste problema, uma corda elastica, tendo suas extremidades fixas, ¢ deformada de
modo que sua forma seja descrita por uma certa fun¢do f(x). Procura-se saber, entdo,
qual funcdo y(x, ¢) apresenta a posicao a corda ap6s um tempo ¢, sendo que a Unica forga
agindo sobre a corda era a forca elastica, dada pela lei de Hooke. Em 1747, d'Alembert
resolveu o problema da corda vibrante por meio de uma equagdo diferencial (hoje

conhecida como “equacdo da onda”). No entanto, d'Alembert assumia que a fun¢do f(x)

entdo, era a pergunta pelas condigdes que uma grandeza complexa w = wu+vi seja uma fungdo
diferenciavel da grandeza complexa z=x+yi. Para Riemann, era suficiente que os seguintes pré-requisitos

Ju du Jdv  Jv

fossem compridos: i) as derivadas parciais —,—,— e —, devem existir e ii) devem satisfazer as
ox dy dx dy
du dv v Jou

equagdes: — = —e — = — ——. Ja para Weierstrass, w(z) deveria poder ser apresentada localmente

ox dJdy oOx ay

(em z,) por meio de uma série de poténcias, de modo que wW(z) = 2 a,(z-z,)" . Ambas definicdes

sdo, com a excecdo de pequenos detalhes, equivalentes, embora este fato ndo fosse conhecido na época.

* Cf. Ferreirés, 2007, p. 36: “In his theory of analytic functions, Weierstrass defined them as those
functions which are locally representable by power series. This allowed him to base the theory upon clear
arithmetical notions, and to elaborate its first rigorous treatment. A necessary prerequisite was the
principle of analytic continuation, which made it possible to 'reconstruct' the entire function from its local
power-series representation. Weierstrass was able to establish that principle, thus creating a method for
generating, from a given local representation or 'element’, a chain of new 'analytic elements' defining the
entire function”.
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(o “estado inicial” da corda) era dada por uma expressdo analitica. Em 1748, Euler
argumentou que a solucdo era valida mesmo que a forma inicial da corda vibrante fosse
dada por uma curva desenhada a mao, sem sequer saber se era possivel construir uma
expressdo analitica para ela”®. No entanto, mesmo sendo desenhada a mio, ela
precisaria, para que o problema continuasse tendo sentido fisico, continuar sendo uma
unica corda, isto é, o desenho precisava, de algum modo, ser “continuo”. E apenas em
1821 entdo que Cauchy define o termo “continuidade” tal como serd utilizado pelos
matematicos posteriores®’: “a fungdo f{x) se manterd continua em relagdo a x entre seus
limites dados se, entre estes limites, um acréscimo infinitamente pequeno da variavel
produz sempre um acréscimo infinitamente pequeno da propria fungio™*.

Para Weierstrass, entdo, levantava-se a questdo da relacdo entre os conceitos de
“funcdo continua” (entendida segundo a defini¢do de Cauchy) e “fun¢do dada por uma
expressao analitica”. O matematico responde categoricamente a esta questdo, afirmando
que “se pode inferir, da continuidade da fungdo, que ¢ possivel apresenta-la por meio de
uma serie infinita, cujos membros singulares sdo fung¢oes polinomiais com coeficientes

29 .
7. Welerstrass

racionais, isto &, que se pode, afinal, obter uma expressdo aritmética...
também considerava possivel a apresentacdo de fungdes descontinuas limitadas, o que
indica, como afirma Laugwitz, que era da vontade de Weierstrass reduzir ndo somente o
conceito de continuidade, mas sobretudo o conceito de funcdo a apresentagdo via
expressdes aritméticas’".

Deste modo, Weierstrass se posiciona na contramao da abordagem de Riemann e
Dedekind, para os quais a apresentacdo de uma fung¢ao era, até certo ponto, arbitraria. Ja
para Weierstrass, embora fosse interessante e 1util encontrar propriedades de fungdes
sem considerar sua apresentacdo, “o fim ultimo consiste sempre na apresentagdo de

31 Isto ¢, a dedugiio exclusivamente a partir de conceitos, como desejavam

uma fun¢do
Riemann e Dedekind, por mais interessante e util que fosse, poderia ser eliminada, uma

vez em posse da apresentagdo da funcdo. Laugwitz, de modo ousado, afirma a este

*® Para uma exposi¢io detalhada deste problema e de sua importincia para a evolugdo do conceito de
“fung¢do”, Cf. Kleiner, 1989 e Youschkevitch, 1986.

*"Embora ndo com o mesmo rigor da defini¢do moderna que utiliza o conceito de “limite”.

¥ Cauchy, 1921, pp. 34-5 (tradugio nossa).

* Weierstrass, 1988, p. 23 (tradugio nossa).

0 Cf. Laugwitz, 1992, p. 344: “bemerkenswert ist, dal er [Weierstrass] die Darstellung beschrankter
unstetiger Funktionen durch arithmetische Ausdriicke fiir wiinschenswert, ja sogar fiir moglich hielt.
Nicht nur der Begriff der Stetigkeit, sondern der Begriff der Funktion iiberhaupt sollte nach seinem
Wunsch zuriickgefiihrt werden auf die Darstellung als arithmetische Ausdriicke”.

! Weierstrass, 1988, p. 176 (tradugio nossa).
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respeito: “se tivessem seguido Weierstrass, a teoria dos conjuntos de Cantor

dificilmente seria capaz de se impor como ferramenta da analise™”.

I
E surpreendente o quanto as criticas que Wittgenstein direciona a teoria dos
conjuntos nos seus manuscritos de 1929/30 caem “como uma luva” para a abordagem
de Riemann e Dedekind. Com efeito, a seguinte passagem poderia muito bem ser

direcionada ao método proposto por Riemann em sua dissertacdo inaugural:

Se uma teoria amorfa de agregados infinitos ¢ possivel, entdo ela deve
apenas descrever e apresentar o que ¢ amorfo nestes agregados. Ela
deveria entdo realmente entender as leis como meros meios
inessenciais de apresentacdo de um agregado e abstrair desta
inessencialidade e apenas se atentar para o que ¢ essencial. Mas para o
que? E possivel, na lei, abstrair da lei e ver a extensio apresentada
como o que ¢ essencial? / Mas entdo, que ela seja uma lei, ndo seria o
essencial no simbolo. Ao invés disso, que ela determina uma extensao
infinita. (Mas precisamente isto a lei ndo da).”

Como este trabalho procurou deixar manifesto, no método de Riemann, as
formas de apresentacdo sdo meros meios inessenciais de apresentacdo de um agregado,
e este deve ser caracterizado apenas pelas suas notas caracteristicas essenciais. Uma vez
descrito pelas suas singularidades, poder-se-ia passar do conceito para o agregado
infinito correspondente. Chegamos ao “principio da compreensdo”, pressuposto
implicito da teoria dos conjuntos, que afirma que, dado um conceito bem definido, hé a
classe ou conjunto de todos os objetos que satisfazem este conceito. J& o fildsofo
austriaco nega, e por diversas vezes em seus escritos, o uso de quantificadores para
expressar a generalidade matematica. A generalidade matematica, segundo
Wittgenstein, ¢ dada apenas por uma lei. Isto porque ela ndo €, assim como ocorre na
generalidade empirica, acidental.

Um problema que Wittgenstein enfrentard nos manuscritos de 1929/30
relacionado a oposi¢ao apresentagdo/descri¢do tem como elemento central o conceito de
“numero primo”. Tal conceito ¢ um exemplo emblematico do que parece ser a
“descricao de um numero”. Com efeito, o conceito de “niimero primo” ndo pode ser

substituido por uma lei que forneceria, para cada aplicagdo individual da lei, um nimero

*? Laugwitz, 1992, p. 345.
33 Wittgenstein, 1999, p. 118 (tradug@o nossa).
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primo. Nao ¢ que ndo exista um procedimento finito para encontrar o nimero primo; o
problema ¢ que este procedimento ndo seria a “apresentacdo” de um numero primo (por
uma lei), mas este numero seria o resultado de um “experimento aritmético” (da

descri¢do de um niimero). Com efeito, segundo Wittgenstein, “s6 aquilo que eu vejo ¢

9934

uma lei; ndo o que eu descrevo™". Ainda segundo o filosofo:

Aqui n6s continuamos nos opondo contra o que se poderia chamar de
experimento aritmético. O que emerge ¢ certamente determinado por
meio do que é dado, mas eu ndo posso perceber como ele é, com isso,
determinado. (similar, e. g., & ocorréncia de 7 em m). Os nimeros
primos também emergem do método para procurd-los, como o
resultado de um experimento. Na verdade, eu posso me convencer de
que 7 ¢ um nimero primo, mas eu ndo vejo a conexao entre ele e a
condicdo que ele satisfaz. Eu apenas o encontrei e ndo o engendrei.
Eu o procuro, mas eu nio o engendro.”

E por isso que o filoésofo afirma que “ser um nimero primo ¢ quase uma

. , ~ At 9936
propriedade de um numero, ndo uma parte de sua esséncia”

. Ora, o fato de o conceito
“numero primo” ser uma “propriedade” de um nimero, ndo havendo uma ‘“notagao”
para expressar o n-€simo numero primo nao traz nenhum problema para a abordagem de
Riemann e Dedekind, j& que ¢ propriamente de propriedades conceituais que se
deveriam, segundo esta abordagem, seguir os resultados da teoria dos nimeros, e nao de
nota¢des. Em uma exposicdo intitulada Uber die Begriindung der Idealtheorie, na qual
Dedekind procura defender sua abordagem para a teoria das grandezas algébricas®’, em

oposi¢do a de Kronecker e Hurwitz, encontramos uma consideravel passagem na qual

Dedekind cita Gauss em defesa de seu método:

Primeiramente, eu lembro de uma bela passagem da Disquisitiones
Arithmeticae, a qual j& em minha juventude causou a mais profunda
impressdo em mim. No art. 76, Gauss relata que o teorema de Wilson
foi primeiramente anunciado por Waring, e prosseguiu: Sed neuter

* Wittgenstein, 1964, p. 234 (traducio nossa).

3 Ibid, p. 235 (tradugio nossa). Um pouco adiante, no MS107 (Wittgenstein, 1999, Band ii, p. 107,
traducdo nossa), o filésofo escreve: “Mas o niimero primo também ¢ certamente, se ele foi algum dia
encontrado, completamente e inequivocamente construido! Sim, mas esta construgdo nds ndo a previmos.
Ela esta ali para nds, por assim dizer, individualmente e ndo [como] um nivel da aplicacdo de uma lei”.

*® Wittgenstein, 1999, Band ii, p. 107 (tradugdo nossa).

37 Na verdade, Dedekind reformula sua teoria dos ideais diversas vezes, procurando satisfazer sua
abordagem metodologica. Edwards afirma que a primeira versdo da teoria de Dedekind era a melhor, e,
“a cada vez que ele revisava sua teoria e tentava trazé-la em conformidade com seus principios ela se
tornava menos satisfatoria. Isto aconteceu pois, no fundo, a abordagem de Kummer, a qual Dedekind
procurava se afastar, ¢ melhor que aquela ditada pelos preconceitos de Dedekind fundados na teoria dos
conjuntos” (Edwards, 1980, p. 321).
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demonstrate potuit, et ce. Waring fatetur demonstrationen eo
difficiliorem videri, quod nulla notatio fingi possit, quae numerum
primum exprimat. - At nostro quidem judicio hujusmodi veritates ex
notionibus potius quam ex notationibus hauriri debebant’®. Nestas
ultimas palavras repousam, se elas forem tomadas no sentido mais
geral, a expressdo de um grande pensamento cientifico, a decis@o pelo
interno em contraste com o externo. Este contraste se repete também
na matematica em quase todos dominios; basta pensar na teoria das
fungdes, na defini¢do de Riemann de fungdes através de propriedades
caracteristicas internas, das quais as formas de apresentacdo externas
surgem com necessidade.”

E notavel que, para Wittgenstein, o que é interno e o que é externo seja
exatamente o oposto do que ¢ para Dedekind. Isto ¢, a lei do numero primo (caso
estivéssemos em posse dela), ndo seria apenas uma caracteristica externa, mas a propria
esséncia do nimero primo, enquanto que a propriedade de “ser divisivel apenas por 1 e
ele proprio” ¢ que seria, por assim dizer, uma propriedade externa, um acidente, o
resultado de um “experimento aritmético”.

Se esta interpretacdo estd correta, entdo encontramos em Wittgenstein, nao sé
um construtivismo muito mais radical em relacdao aquilo que ¢ comumente chamado de
construtivismo®’, mas também uma tensdo, ainda pouco explorada pelos intérpretes,
entre 0o que o autor entende por “problema aritmético” no capitulo XIII das
Philosophische Bemerkungen e as observacdes sobre o que ¢ “aritmeticamente
interessante”, encontradas nos capitulo XVII e XVIII da mesma obra. Como se sabe,
Wittgenstein defende um elo forte entre uma proposi¢do matematica e sua prova. Isto €,
a prova ndo ¢ apenas um veiculo para se chegar até a proposi¢cdo, € apoOs isto ser
descartada, mas ela ¢ a “proposicdo matematica completamente analisada”, isto €, nela
estd o “sentido” da proposi¢do matematica. No entanto, se tomarmos esta afirmagdo “ao
pé da letra”, ela elimina a existéncia de problemas matematicos, pois, para estes
problemas fazerem sentido, eles deveriam ja ter sido provados. O filésofo, no entanto,
afirma que sua explicagdo “ndo deve eliminar a existéncia de problemas matematicos.
Isto ¢, ndo ¢ que uma proposicdo matematica s6 tenha sentido quando ela (ou seu

contrario) tiver sido provada. (Isso significaria que seu contrario nunca teria um sentido

¥ “Mas nenhum deles foi capaz de demonstra-lo, e Waring admite que a prova parece dificil de ser vista,
Jj4 que ndo se pode imaginar nenhuma notagdo que pudesse exprimir um nimero primo. - Na nossa
opinido, porém, tais verdades deveriam ser extraidas de no¢des ao invés de notagdes”.

¥ Dedekind, 1930, Band ii, pp. 54-5.

*Isto ¢, a recusa do uso da prova indireta para afirmar a existéncia de um certo objeto matematico. Tal
objeto deve ser, ao invés disso, calculado, apresentado, construido.
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[Weyl].)”*'. Para afastar esta consequéncia desastrosa, Wittgenstein diz que se deve
“distinguir entre uma prova e o método geral da prova. Eu ndo provei se 347x256=3820
mas eu tenho um método geral que certamente conduz ao objetivo”*. E o método geral
da prova que possibilita que se possa asserir uma proposicdo matematica mesmo antes
dela ter sido respondida. A asser¢do deve, portanto, fazer referéncia ao sentido da
proposicao, ndo a sua verdade: “Voltamos a pergunta: em que sentido podemos asserir
uma proposi¢do matematica? Isto é: ndo significaria nada dizer que s6 posso asseri-la se
ela for correta. — Nao, para poder afirma-la, tenho de fazé-lo em referéncia a seu
sentido, ndo a sua verdade™®.

Wittgenstein demarca, entdo, um territorio de proposi¢cdes matemadticas com
sentido, sem que este sentido seja derivado de sua prova. H4a apenas questdes
matematicas, propriamente ditas, quando hd um método geral de prova. Cada método
define, para Wittgenstein, um espaco que torna possivel uma busca (suchen) no interior
deste espago. Tal busca ¢ conduzida sistematicamente em consonancia com o método.

Ora, ¢ exatamente esta busca que caracterizara, nos capitulos XVII e XVIII das
Philosophische Bemerkungen, o “experimento aritmético”, que ¢, segundo o filésofo,

. 4
“desinteressante™

. Ainda com relacdo ao problema dos numeros primos, Wittgenstein
afirma: “Se eu procuro por numeros primos no intervalo entre n e (n/+1)-n, etc. entdo
esta busca ¢ sujeita a uma lei, ela segue uma lei, mas nio o resultado™. O que parece,
paradoxalmente, seguir disto ¢ que a “proposicdo aritmética” ¢ “‘aritmeticamente
desinteressante”, pois, embora seu resultado seja obtido por meio de um procedimento
finito dado por uma lei, ele continua sendo o resultado de uma busca, de um
experimento. Nos ndo vemos, no resultado, um nivel da aplicacdo da lei.

Por fim, um outro ponto que, ao nosso ver, mereceria ser estudado com mais
profundidade ¢ a relagdo entre a oposicdo apresentacdo/descricio e a oposi¢ao

dizer/mostrar. No Tractatus, formas eram tratadas por meio de conceitos formais, € o

, . . . . .. 46 ,
proprio sinal do objeto mostrava que ele era subsumido por aquele conceito™. Ja nos

*! Wittgenstein, 1964, p. 170.

* Wittgenstein, 1999, Band i, p. 159.

* Wittgenstein, 1964, p. 172.

“ ot Wittgenstein, 1999, Band ii, p. 69: “O experimento aritmético ndo pode ser aritmeticamente
interessante. Ele deve ser sempre o ponto acessorio do ponto principal. O inessencial em algo essencial. /
Na aritmética, o que ndo é claramente regido por leis ¢ desinteressante.”.

* Wittgesntein, 1999, Band ii, p. 70.

% Cf. Wittgenstein, 2004, p. 169 (aforismo 4.126). “Que algo caia sob um conceito formal como seu
objeto ndo pode ser expresso por uma proposi¢do. Isso se mostra, sim, no proprio sinal desse objeto. (O
nome mostra que designa um objeto; o numeral, que designa um nimero, etc.)
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manuscritos de 1929/30, embora a distin¢do entre dizer e mostrar ainda esteja presente,
¢ a distingdo apresentacdo/descricdo que ¢ movida contra tentativas de descrever uma
forma, como ocorre na teoria dos conjuntos. O termo “conceito formal” (formalen
Begriff), de suma importancia para o Tractatus, ndo ¢ mencionado sequer uma vez, €
formas passam a ser apresentadas por esquemas. Ainda sdo pouco claras as razdes para
esta mudanca de vocabulario. No entanto, acreditamos que uma investigacao detalhada
a este respeito pode fornecer importantes chaves para a interpretacdo da evolucao do

pensamento de Wittgenstein.
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